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Ponavljanje...

Vektorska algebra

_
=JX] 4y +27]

a

=5(Kl'yl'zl)
b=b(x,.y,.2,) |B|=\,fx§ +y +2

Zbir vektora i+b= (X. +x:)7+(y, +Y, )-j+(1| ""‘5:)-lE

Skalarnl proizvod m=3a-b= (5 b )

Skalar-velicina za koju je potrebno znati samo brojnu vrednost bez odredivanja pravea

[a- 8| =[a]-

Intenzitet skalarnog proizvoda blCOSO’.

‘5-I_Jl=x,x:+y,.y: +27,
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Sistem sila u ravni sa zajednickom
napadnom tackom

Sistem sila sa zajednickom napadnom tackom (O)

Sistem sila sa zajednickom napadnom
tackom moze da se svede na dva slucaja:

T

Ovakav sistem sila moze se ispitati analiticki ili graficki, pa postoje analiticki i graficki uslovi koji su
potrebni da bi se sistem sila sa zajednickom napadnom tackom sveo na rezultantu ili ravnotezu.
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Sistem sila sa zajednickom napadnom tackom

Analiticki uslov potreban da se sistem sila sa zajednickom napadnom
tackom svede na rezultantu dat je vektorskom jednacdinom:

Fr=YFi#0| (@(=12.,n)

i=1

Kada se resava zadatak, sile se mogu sabrati:

- n_ -
+ Vektorski (pogledati lll aksiom): Fr = ZFi
i=1

n 0 =
+ Skalarno: Y, = ZYI y Ly = Z Z, = Fr (YR > ZR)
i=1

i=1
. ) _ K 2
Intenzitet rezultante: F, =4/ Y, +Z¢

Y.,Z,,Yy,Z,; — algebarske vrednosti projekcije odgovarajuée sile naose y iz 5

Sistem sila sa zajednickom napadnom tackom

Graficki uslov da se ovakav sistem sila svede na
rezultantu jeste da poligon sila mora biti otvoren.
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Sistem sila sa zajednickom napadnom tackom

Analiticki uslov potreban da sistem sila sa zajednickom napadnom
tackom bude u ravnoteZi dat je vektorskom jednacinom:

FR:ZFi:O (i=12,..,n)
i=1

Y, = ZYi = Z‘Fi‘-cosﬁi =0
Skalarni oblik = =
Z, = Z:Zi = Z‘Fi‘-cosyi =0
i=1 i=1
Bi, vi —  uglovikoje sile zaklapaju sa osamay iz

Sistem sila sa zajednickom napadnom tackom

Graficki uslov da se ovakav sistem sila svede na
ravnotezu jeste da poligon sila mora biti zatvoren

T%
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RAZLAGANIE SILE NA DVA PRAVCA KOJI SE SEKU NA NJENOJ NAPADNO!J LINUI

F(v,2)

‘ Uslov: F = F1+ f')z

Graficki, ovaj zadatak se svodi na konstrukciju paralelograma ako su dati
njegova dijagonala i uglovi koje dijagonala zaklapa sa ivicama.

Analiticko resenje ovog zadatka pogledati u udzbeniku, a primeri ¢e biti uradeni na vezbama.

2

Sistem sila sa zajednickom napadnom tackom

Primeri: ReSetkasti nosaci

10
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PRIMERI

11

su sile u ravnotezi.

e
|
[S]

U sledeéim primerima ispitati date sisteme sila (proveriti da li se sistemi svode na rezultantu ili

N

L

TN

=

F, =2kN
F, = 3V2 kN
F3=15kN

12
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- | Ovo je sistem sila SA
'\ N zajednickom napadnom

l tackom. Posle odredivanja
2| ° b |2 3 + | koordinata svake sile lako
:xv|  moZemo odrediti i njihovu
rezultantu, pa je zatim i
nacrtati. | ona polazi iz iste
napadne tacke.

Vektorska algebra

i[x Y Z
b(x.

a=
b=

Zblr veKtora

Skalarnl prokzvod

> . a2 3
) fl=Axi+yi+z
ibl:\jx§+y§+z§

a+b=(x, +x, )i +(y, +y,)j+ (7 +2, )k

m=3-b=.0)

HOEARD

Skalar-velitina 2a koju je potrebno znati samo brojmu vrednost bez odredivana pravea

Intenzitet skalamog proizvoda |5 . b| = m .

h‘cnw.

ﬁ(n%) E('Z,O)MJ
% (2,72) k]
ﬁ; (e) &Y [w]
fe (2,2) [w]
Yja Zp YR > ZR ~ algebarske vrednosti projekcije odgovarajuce sile naose y iz
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F,
. O /s z
Fy
30°
~” F F, = 2 kN
i F, =3V2 kN
R VY Fs=15kN

) (\E)ﬂ) o

R (05-15) kn
Fr (1,27;—0,5) kN

Fi(Yy, Z1)
V3
Y, = F; - c0s30° =2+ 7_x/§1<N= 1,73 kN
1
Zy =Fy+cos60°=2>=1kN
Fy(Yy, Z3)
7
Y, = —F, - c0s45° = —3V2 - — = —3 kN
\/_ 2
Z, = F, - cos45° = 3V2 - — = 3 kN

1 ovo je sistem sila SA zajednickom napadnom tackom. Ako Zelimo da
odredimo i njihovu rezultantu, prvo odredijemo njene koordinate
sabiranjem koordinata svih sila po ,,y“ i po ,,z“ pravcu. Da bismo odredili i
pravac rezultante, moramo da odredimo ugao koji ona zaklapa sa
vertikalom (ili horizontalom).

0,5
tga = —— = 0,3937

1,27
a = arctg(0,3937)
a = 21°

14
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23. oktobar 2023.

TEHNICKA MEHANIKA 2. predavanje

Knjiga, str. 18-26

Spreg sila
R

16
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Spreg sila

SPREG SILA ¢ine dve paralelne sile istih intenziteta a suprotnih smerova.

Mera mehanickog uticaja sprega sila na telo je moment sprega.

Jedinica za moment sprega je dzul (J).

[1]=1Nm]

17

Spreg sila

| I Sila ne moze zameniti spreg, niti spreg moze zameniti silu |

0-

N -

Sila u teZistu Spreg sila

7 7y il 777 T )
- -F

: 7 § ' /

y 5« 1~ 7 s 7

a \ : : - 7

s - > Z

Z Z w
7 /
Telo rotira

Telo se krece translatorno

Sila nije slobodan vektor.

Moment sprega je slobodan vektor.

18
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Spreg sila - elementi

OSNOVNI ELEMENTI SPREGA SILA

spreine sile (F, - F) i

spreZna ravan, Y,
krak sprega a, 90° /
v . = .
vektor polozaja 1 = QP a
/ 90°

P(yp,zp) R (Ip — VoiZp — o)
Q(yQ,zQ) | Yp—Yo:Zp Q

F(Y,2)

19

Spreg sila — analiticko odredivanje

ANALITICKO ODREPIVANJE MOMENTA SPREGA
(kao vektorskog proizvoda vektora polozaja i sprezne sile)

M=7%xF [Nm=]]

7=QP PWpzp) | _
- T(Yp —YgiZp — 2q) Y,
Q(yQ'ZQ) J
F(Y,2)

Intenzitet momenta sprega:

|M| = |¥| - |F| - sina = a- |F|

Algebarska vrednost momenta sprega: M

_ |)’P—}’Q ZP_ZQ|
Y Z

Kako se dolazi do gornjih izvaza za intenzitet i algebarsku vrednost momenta sprega? 20
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P(yp,zp) \L
Qg 2zg)
F({,2)

T(yp — Yo;Zp — Zg)

M=¥xF [Nm=]]

M=pryve 3

|M| = |7| - |F|- sina = a- |F|

. E=5x6=[5.5]= 5 Y

VeKtorskl prolzvod
5:5()&,,}/,.2,)
b=b(x,.y,.2,)

i j k

z
X; Y2 Zy

=(ylzl i Z1Y:)T i (xlz: i z|x2).| +(X|Y: —YX,; )K

_ Intenzitet vektorskog proizvoda

= {f}-sine | Ao

21

Za odredivanje pravca i smera vektora
momenta sprega koristi se pravilo desne ruke

ili desnog zavrtnja.

Spreg sila — analiticko odredivanje

Agkpy = |M| = a - |F|

M _
a=ﬁ= |7] - sina
|M| = |7| - sina - |F| = a - |F|

22
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Spreg sila — transformacija

TRANSFORMACIA SPREGOVA

v Dat je spreg sila (15,—1:“)

v' Dodajemo ravnoteZan sistem sila
(F', —F") (Il aksiom Statike)

v Rezultanta (zbir) sila F i F’ je sila
ﬁ'l(lll aksiom Statike). Na isti nacin
se dobijaisila -ﬁ'l.

Zakljucak:
Spreg sila se moze slobodno prenositi po ploci, time se njegov mehanicki uticaj na plocu neée
promeniti. Moment sprega je slobodan vektor.

Pojedini elementi sprega (spreZne sile ili krak) mogu se menjati a da se mehanicki uticaj sprega na
ploc¢u ne promeni, pod uslovom da se ne promeni vektor momenta sprega.

23

Spreg sila — sabiranje i ravnoteZa
SABIRANJE | RAVNOTEZA SPREGOVA

Sabiranje mehanickih dejstava spregova svodi se na sabiranje njihovih momenata. Pri
tome se dobije ili rezultuju¢i moment sprega ili su spregovi u ravnotezi.

Algebarska vrednost rezultujuéeg momenta sprega:

M, =>M,

Sistem spregova bice u ravnotezi ako je rezultuju¢i moment jednak nuli.

Algebarska vrednost rezultujuéeg momenta u slucaju ravnoteze spregova:

M, =>M =0

i=1

24
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Redukcija sile na tacku

S

25

Redukcija sile na tacku

REDUKCLJA SILE NA TACKU je pomeranije sile paralelno samoj sebi, u napadnu
tacku koja ne leZi na njenoj napadnoij liniji.
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Redukcija sile na tacku

M| = a- |F|

‘ M@ - redukcioni moment sile F za tatku Q

Mehanicko dejstvo sile s napadnom tackom P na kruto telo ekvivalentno je zbirnom
dejstvu jednake sile u tacki Qi redukcionog momenta sile u odnosu na tacku Q.

Vektori M@iF u tacki Q cine mehanicku veli¢inu koja se zove torzer.
27

Redukcija sile na tacku
Kako se racuna redukcioni moment u praksi?

Klju¢em duzine 20 cm pokusavamo da odvijemo zavrtanj u tacki Q. Na krajnju tacku kljuca, P, delujemo silom F=120 N.
(Vazno: Ovo vaii za slu¢aj da ne uspevamo da odvijemo zavrtanj, tj. da je zavrtanj i dalje kruto povezan sa vijkom.)

MQ

Q )P = Q P MQ=F-a=120N-02m = 24 Nm

F ?Oun*—-|

(b)

M@=F-qg = 120N-0,15m = 18 Nm

I
f

Ma=0
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SISTEM SILA U RAVNI BEZ
ZAJEDNICKE NAPADNE TACKE .

\

e ——————y

Sistem sila SA zajedni¢kom napadnom tackom

Sistem sila BEZ zajednicke hapadne tacke

Ovo je sistem sila SA
zajednickom napadnom
tackom. Posle
odredivanja koordinata
svake sile lako mozemo
odrediti i njihovu
rezultantu, pa je zatim i
nacrtati. | ona polazi iz
iste napadne tacke.

F. (Vi Z) [

\}:(’2) o) ()
‘FZ(’Z)'Z) l:k"‘j

=

A (9_) 4Y) [

-

fe (2 ,2) [}

| 0 1y 2 3

Il T Y45 Ovo je sistem sila BEZ
I (- (kN) zajednicke napadne tacke.
< : Posle odredivanja koordinata
R/ \‘2 ¢ svake sila i ovde mozemo
| | VF ; odrediti i njihovu rezultantu,
X 2 ali ne moZzemo da je ucrtamo
J | na crtei. Iz koordinata
] | : rezultante moZemo da vidimo
(m) (kN koji je njen nagib (vertikalna
y je i usmerena nanize), ali ne
i ( . Z } moZemo da kazemo koja joj je
F; iy SR napadna linija.
sim
= W
{ 1 ( 2 y “‘) b,
= N
Y ( 1, 4) L
= |
IIVLJ ( 0, s\ J(\T\.
r:y (" ? 1 ® ) e

-

Ne znamo poloZaj napadne linije rezultante!

Y., Z.,Y,.Z

« — algebarske vrednosti projekcije odgovarajuce sile naose y iz

30
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Sistem sila u ravni bez zajednicke napadne tacke

Na krutu plo¢u u yOz ravni, u tackama 1(y,, z,),....., n(y,, z,) deluju sile

Fi(Y1, 21), Fy (Y, Z2) pevvs P (Y Z) _ _ o
* sile redukujemo na proizvoljnu tacku Q

* sve sile ¢e sada imati zajednicku napadnu tacku Q, a

uz to, pojavice se i n redukcionih momenata:

M=% xF;, (i=1,2,..n).

\ Sile 1 momente sada mozemo lako sabrati:

Q0
-

K 2 3 / * Rezultanta svih sila je redukciona rezultanta \

n
Fr=) F
i

* Rezultanta svih momenata je redukcioni moment
n

K ﬁg=z?lXFl . /

L

Sistem sila u ravni bez zajednicke napadne tacke

— —
Sistem sila je u tacki Q ekvivalentno zamenjen torzerom F R M g o

- Redukciona rezultanta ne Zavisi od

izbora redukcione tacke

- Redukcioni moment ZaVvisi od izbora

redukcione tacke. (Zato nosi indeks Q !)

32
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Sistem sila u ravni bez zajednicke napadne tacke

ANALITICKO ISPITIVANJE SISTEMA SILA

= Za tacku na koju redukujemo sile najlakSe je odabrati koordinatni pocetak.

= Analiticko ispitivanje sistema sila bez zajedni¢ke napadne tacke svodi se na

— —0
odredivanje vektora Fp i Mp .

n
=3 =3
FR = i :?
i=1
n
MQ = E 7 X F; =?
i=1

33

Sistem sila u ravni bez zajednicke napadne tacke

ANALITICKO ISPITIVANJE SISTEMA SILA  Fp =? M9 =2

« koordinate rezultante Fr (YR; ZR)
« koordinate sila Fi(Yi,Zi) ,(i=1,2,..n).

_)
« vektori poloZaja napadnih tataka 7 i (}’ir z;) (iste koordinate kao koord. napadnih tacaka sila)

K vektorski oblik skalarni oblik \

n
Yg = z Y; =?
i=1
n
Zp= Z Z; =?
i=1

n

n
— — y. Zi
\_ M=) FixFi=t =) M=) Iy, zl=
i=1 = /

34
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Sistem sila u ravni bez zajednicke napadne tacke

a Postoje 3 mogucnosti: N

1) sistem se svodi na rezultantu — sve sile ekvivalentno zamenjuje jedna
sila (rezultanta); treba naci i polozaj rezultante — njenu napadnu liniju!

2) sistem se svodi na spreg — sistem ekvivalentno zamenjuje spreg sila

Q) sistem je u ravnotezi /

35

ANALITICKI uslov da se sistem sila bez zajednicke tatke svede na

1 o
REZULTANTU: FR = Zfri %0
=1

=

KAKO SE ODREDUJE REZULTANTA (analiti¢ki)? FR =

|

T
I
-2

* koordinante rezultante Y, = ZYi i Z, = Zn: Z, = FR (YR ; ZR)
i=1

i=1

Fi (Yi: Zi) - koordinate sila

* napadna linija rezultante — iz uslova da je redukcioni moment rezultante u odnosu na
neku tacku (npr. koordinatni pocetak) jednak ukupnom redukcionom momentu svih sila

36
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* napadna linija rezultante — iz uslova da je redukcioni moment rezultante u odnosu na
neku tacku (npr. koordinatni pocetak) jednak ukupnom redukcionom momentu svih sila

?i (yi, Zi) - koordinate vektora poloZaja
(koord. napadnih tacaka sila)
c F (Yi; Zi) - koordinate sila
/ m=>k 7 M, =y |z y-Yaz
/ R4 Z; Rez = |y, Zpl4R"Y YR

/ i=1

) % - tekuée koordinate prave

odakle poti€u gornji izrazi?

| Vektorski proizvod u prostoru: Vektorski proizvod u ravni yOz:
| - -
‘ i:i(x,.y,.l.l) d=3(y1,21)
b=b(":-¥:-l:) - o
| w oy b = b(y,,z5)
i j k
: ‘=u><b=[a.b]= X, Y. Z|= R ™
\ X, Y. 2 ¢=axb=|0 Vi Zq =(y1-zz—y2-zl)-f
\ _ - _
\ =(}‘ll:—lly:)i—(XlZ:—ZEX:)j+(X|y:—}'l.’(:)k 0 vz 2

Iz uslova da je M9,, = M2 sledi izraz za jednatinu
napadne linije rezultante u skalarnom obliku:

37

o ANALITICKI uslov da se sistem sila bez zajednicke tatke svede na
n
- - . —Q
2 SPREG: Fp = ZFi =0 I Mg =const.#0
i=1

TREBA DOKAZATI (analiticki) :

* koordinante rezultante su nule Y, = ZYi —0
i=1 -
\ —> Fr(Yr,Zg) =0
Zy=Y7,=0
i=1

* rezultujuci redukcioni moment svih sila u odnosu na npr.
koordinatni pocetak je razlicit od nule

—0 n - 0 . Z.
Ma=YExE20 — Mg=zz{‘ S |#0
i=1 i=1 i

i i

38
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o ANALITICKI uslov da sistem sila bez zajednicke tacke bude
v - no_ —Q
3 URAVNOTEZL:  F, =2Fi =0 i Mr=0
i=1

TREBA DOKAZATI (analiticki) :

* koordinante rezultante su nule

YR=Zn:Yi=0 i ZR=zn:Zi=0’l:> Fr(Yr, Zg) = 0
i=1 i=1

* rezultujuci redukcioni moment svih sila u odnosu na npr. koordinatni pocetak
jednak je nuli (bice tako i za svaku drugu tacku!)

M§=zn:ﬁxf?i=0 —> Mﬁ:i
i=1

i=1

Y: %

=0
Y, Z,
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