2. PU3NYKE OCHOBE MEXAHUKE

Mexanuka je neo (u3HKe KOju ce 0aBH MpOydaBameM HajjeTHOCTABHHjUX OOJIMKA
Kperamba Matepuje. [1oJ] MEXaHMYKHM KpeTameM Cce I0jpa3yMeBa IMPOMEHa IMOJI0XKaja
MOCMaTpaHUX TeJia y OJHOCY Ha KOOPJIMHATHU CHCTEM BE3aH 3a HEKO TEJIO KOje Ce y3MMa Kao
pedepeTHo. YKOIUKO ce pedepeTHO TEeIo cMaTpa HEIMOKPETHUM, OHJA CE KpeTama y OJHOCY
Ha TaKBO TEJO CMATpajy amcoJyTHUM, a y CYNPOTHOM Clly4ajy KpeTame Cy pelaTHBHA.
MexaHHUKO KpeTame je HajjeJHOCTaBHUjU O0JIMK KpeTamba MaTepyje 3aTo MITO Ce HE y3UMa y
003Up yHyTpallllkha CTPYKTypa Tella U MHTEPaKIHje TUX CTPYKTYpA.

MexaHuKa ce JIeJid Ha KHHEMAaTUKY ¥ TuHaMHUKy. KnHemaruka ce 0aBu mpoydaBameM
KpeTama Tella He BoJehm padyHa O y3opuuMma KOju HMX H3a3uBajy. [luHamuka ce OaBu
MpOydYaBamEeM KpeTama Tejla IO JISJCTBOM CHJIa Kao Y30pKa KOjU HM3a3MBajy Ta KpeTama.
Cratuka je moceOHa 00JIaCT TUHAMHUKE KOja IMpoydyaBa yCJIIOBE MUPOBaka Tea.

MarepwujaiHa Tauka je u1eain30BaH MOJICN 3a IPOyYaBakhe OCOOMHA TEJla Y MUPOBaKY
U KpeTamy y QU3HUIHM KajJja ce 00JIMK U JUMEH3H]je Tella Y JaTOM pa3MaTparby MOT'Y 3aHEMapUTH.
ATICOITYyTHO KPYTO TEJO j& MOJEI Telia, KOje HU MO/ KAaKBHM yCJIOBMa HE MEHa CBOj OOJIUK U

JTUMEH3H]e.
2.1. KunemaTuKka MaTepujajiHe TaukKe

[Tonoskaj MarepujanHe Tayke y MPOCTOPY MOXKE C€ OAPEAUTH CaMO Y OJTHOCY Ha HEKO
JPYTO TENO KOje ce y3uMa Kao peepeHTHO. Y Mpou3BOJbHO] Tauku, O, pe)epeHTHOT Tena MOTY
ce noByhu Tpu opujeHTHCaHa Mpasla oapeheHa oarosapajyhnuM jeIMHUYHEM BEKTOPHMA 1, ,
k. Osa TpH MpaBlia Ha3UBaMO KOOPJAMHATHUM ocama (X, y U z-0ca) M 3ajeJHo ca TaukoM O
MPEACTaB/ba]y KOOPJAWHATHU CHUCTEM. Y MeXaHWIM ce Hajuemhe ymnorpebshbaBa IECHU
MPaBOYTIU T3B. J[eKapTOB KOOPAWHATHHU CHCTEM, NIpHKa3aH Ha cimiu 2.1, a mo morpedu u
nonapHu, chepHu, reHepanucanu, uti. [lonoxkaj MaTepujanHe Tauke 4 y MpoCcToOpy, Y OBOM

cucreMmy, oxapeheH je CKynmoM meHuMX koopauHata (X, Y, z), OJHOCHO TOMOhy BeKTopa

MOJIOXKAaja:
?=04=xi+y]+zk, (2.1)

IJI€ Cy X, Y U Z IPOjeKIMje BEKTOpa 7' Ha 03HAYEHE OCe.
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Cauka 2.1. Pedepentnu cucrem

Kperame MmatepujaiHe Tauke ce Moxe JAepuHMCATH Kao HEMpPEKUIHA IMpOMeHa
MoJI0YKaja y OJJHOCY Ha JIaTH KOOpIuHaTHU cucteM. Heka ce marepujaimHa tauka A kpehe y
onHocy Ha kopauHaTHH cucteM (Cimka 2.2). ['eoMeTpHjcKO MECTO y3acTOIHUX ITOJI0Xkaja
MaTepujaiHe Tauke 4 y TOKY BpeMeHa t Ha3uBa ce myTama win Tpajekropuja. [lomoxkaj Tauke
A nipu Kpetamy ofpeleH je BEKTOPOM MOJI0kKaja:

F(t) = x(O)T + y(O)] + z(Ok . (2.2)
OBOj BEKTOPCKO]j jeITHAYMHU OJIrOBapajy TPpU CKaJApHE jeTHAYNHE:

x = x(8);y = y(©); z = 2(¢). (2.3)
Jemnaumne (2.2) u (2.3) npencraBibajy KOHaYHE jeTHAYMHE KpeTama. Kperame MaTepujaiHe
Tayke MOKe OUTH oJjpel)eHo 1 aKo ce MO3Haje TeOMETPUjCKU O0JIMK MyTame M0 KOjoj ce Tauka

kpehe u nmpehenn myT kao (pyHKIMja BpeMeHa.

Cauka 2.2. Tpajexropuja

2.1.1. bp3una MaTepHujajiHe TauKe

[Tocmatpajmo kpetame Tauke A ca Cnuke 2.2. Heka ce Tauka U3 OBOT MOJI0XKaja A y

TPeHyYTKY t Koju je oxpeleH BEKTOpoM mosiokaja 7 = 04 IIPEMECTH Y BPEMEHCKOM HHTEpBAILY
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At y Tauky A1 ca BekTOpoM mojoxaja 7; = OA;. Ilpema ciamum 2.2 MOXe Ce HAIMCATH

jenHayuHa:
7 =7+ AP (2.4)

Bekrtop AA; = A7 je BekTop nmpomeHe (IIpUpaliTaj) BEKTOpa MoJIokKaja 7 3a BpeMEHCKH
unTepBai At. Bekrop A7 je GpyHKIMja BpeMEHCKOT MHTEpBaa At y KOjeM je IIpUpaliTaj HacTao
¥ HasMBa Ce€ BEKTOp MoMepama Tauke. KONWYHWK INpupamraja BEKTopa mojoxaja A7 u

UHTepBajia At Ha3uBa ce BEKTOP CpPElibe Op3uHe:

— A7
Ugr = 7 (2.5)

-

— Ar .
BeKTop Vg = A_t Inpeacrasjpa CpCAmy IPOMCHY BCKTOpaA IIOJIOXKaja y OaTOM BPCMCHCKOM

UHTEpBaTy. IMa HCTH CMEp Kao ¥ BEKTOP A7, 0K My j€ MHTEH3UTET PA3IMIUT O/ MFHTEH3UTETA
BekTopa A7 3aro mro je At > 0. Ca cMamMBameM BPEMEHCKOT MHTepBaia At, Tauka A1 he ce
[IPU HETIPEKUJAHOM KpETamy 110 MyTamku NpUOIKaBaTH Tauku A. ['paHrYHa BpeTHOCT OAHOCA
y jennaunnu (2.5), xkaga At — 0, Ha3uBa ce TpeHyTHa Op3uMa y Tayku A y TPEHYTKy i, u

MaTEMaTU4KH C€ MOXKC HAIIUCATHU Y O6J'II/IKy2

> . = .o = ar 5
U = lim & = ]im Z&H0-T0 = — = # 2.6
At—-08t  At—0 At dt ' (2.6)

OJIHOCHO TPEHYTHA Op3uHa U jelHaKa je IPBOM U3BOJY BEKTOpA MOJIOKaja TAYKE [0 BPEMEHY.
Kako je At > 0, u3 jenqnauune (2.5) cienu a BEKTOp Vs, Y TPAHUYHOM CIy4ajy Npesiazu
pPa3HUX MOJI0XKaja CeuuIla y MOJI0Ka] TAHTeHTe y 1atoj Tauku A. [IpaBai Tanrente je oapehen
BEHUM OpPT BEKTOPOM T,. IIpM TOME Ce MHTEH3WTET BEKTOpa NpHpaliTaja u3jeaHadyje ca

npehernm mytem, nocraje dr = ds, na ce BekTop Op3uHE MOKe U3pa3UTH Ha cienehn HaunH:

- ar — ds —s —
V=—T,=—To = V. 2.7)

V npaBoyrioM KOOPJMHATHOM CHCTEMY BEKTOD Op3HMHE U HMa TP KOMIIOHEHTE JIyK X,

Yy, u Z-oce. JludepennupameM BEKTOpa nonoxkaja ¥ = x1 + yJ + zk 1o Bpemeny nobuja ce:

—dt—dtl+dt]+dtk—vxl+vy]+vzk, (2.8)
TJIe Cy:

_ax _ . _ 4y _ .. _dz _ .
Vy=—=X vy =—=Y, v, == (2.9)

IIpema jemnaumuu (2.8) Op3uHa je BekTOp ojapeheH cBojUM MpojeKiujama Ha

KOOpJAMHATHE oce. MOoIy)T Wi HHTEH3UTET OpP3UHE je.

v =V = v+ vi+v? (2.10)
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[IpaBum BekTOpa Op3MHE Y OAHOCY Ha KOOpPIWHATHE Oce ojipel)eHn cy mpeKko KocuHyca yrioBa

KOjC 3aKjiaria ca kbbuMa.

N %
cos(7,,1) = -=
vy +vZ

cos(7,,]) = % = (2.11)

vE+VS+vZ

— 7 z
cos(t,, k) ===
v vy +vZ

b

2.1.2. Yop3amwe maTepujajiHe TauKe

[TpunukoMm Kperama MaTepHjajHE TauyKe 10 MyTambH HEH BEKTOp Op3MHE ce Mema.
[Tocmatpajmo kperame Tauke 4 ca ciuke 2.3. Heka maTepujanHa Tauka moioxkaja A y
TpeHyTKy t uMa Op3uHy U, a y TpeHyTKy t + At y monoxajy A1 uma 6p3uny v;. Bpsune U u v,
ce y OIIITEM CIIydajy pa3jiMKyjy M IO MHTEH3UTETY M 1O mpaBiy. BexTop mpomeHe Op3uHe

MatepujaiHe Tauke AU Koja ce Jecuia y MHTepBainy At jeaHaka je pasaui BeKTopa Op3uHa U

u Ul:
A =77 — B (2.12)
Cauka 2.3. [IpuponHu KOOpAUHATHU TpHjenap
Konuunuk npuinraja Bekropa 6psune AU u uHTepBana At Ha3WBa CE€ BEKTOP CPEMIHET
yoOp3ama:
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N AV
g = 7 (2.13)

—

B — Av
Bekrop ag = —

A, TIPEICTaBiba CPE/bY MPOMEHY BEKTOpA Op3WHE Yy JTaTOM BpPEMEHCKOM

uHTEpBaly. ViMa MCTH mpaBall U CMep Kao U BEKTOp AV, JOK My jé HHTEH3UTET Pa3IM4UT OJ
MHTEH3UTEeTa BeKTopa AV 3ato o je At > 0. 'panudna BpeaHOCT 0qHOCa y jeanaunnu (2.13),
kana At — 0, Ha3uBa ce TPEHYTHO yOp3ame y Tauku A Y TPEHYTKY t, U MaTeMaTU4YKU CE MOXKE

HaMucaTH y O00JIUKY:

o . . dv .
o — 15 AV — v(t+At)—v(t) — —_
4= fim 5= fim e =5 = @19

OJIHOCHO, TPEHYTHO yOp3ame d jeJHaKa je IMPBOM M3BOIY BeKTopa Op3uHE 10 BpeMmeHy. U3
jemnaunHa (2.6) u (2.14) nobwuja ce:

d?7#
dt?

=i

a= =7, (2.15)
OJTHOCHO, BEKTOp YyOp3ama jeIHaK je JpyroM H3BOJY BEKTOpa IIOJIOKaja TIOKPETHE
MaTepHjaiHe TauKe [0 BPEMEHY.

V 1paBoyriioM KOOPAMHATHOM CHCTEMY BEKTOP yOp3ama d uMa TPH KOMITOHEHTE JIyK

X, ¥, ¥ z-oce. JIBocTpykuM nu(epeHIMpambeM BeKTopa mHoiokaja 7 = xU+ yJ + zk 1o
BpeMeHy Jo00uja ce:

5> d?*%  d?x5  d?y.  d’zy S S -
a=—=—1+— —k=a,i+a ak 2.16
e~ aet T el T xbF ayJ + ak, (2.16)

rae cy:
d’x ... d’y ... d’z ..
ax—E—x, ay—ﬁ—y, az—ﬁ—z. (217)

[Mpema jennaumnu (2.16) yOp3ame je BekTOp oapeheH cBojuM MpojekiMjamMa Ha
KOOp/AMHATHE oce. Moyl WiIM MHTEH3UTET yOp3ama je:
a=lil=Ja+d}+a} (218)
IIpaBuu BekTOpa Op3uHE Yy OAHOCY Ha KOOpJIMHATHE Oce ojipel)eHu cy mpeKko KOCHHYca yIioBa

KOje 3aKJjiaria ca jbbuMa.

cos(@ ) =t=—2
, a /a,zc+af,+a§
cos(a,)) = % =3 (2.19)

;

aj+aj+aZ

> 7 zZ V4
cos(a, k) ===
( ’ ) a a§+a32,+a§

H
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2.1.3. TaHTeHIIMjaJTHO M1 HOPMAJTHO YOp3ame MaTepujajiHe TauKe

Jennaunne (2.19) oxpelyjy npasan BexTopa yop3ama d y OQHOCY Ha 0CE HEIMOKPETHOT
KOOPJIMHATHOT chUcTeMa. Pa3MOTPUMO OJIHOC BeKTOpa yOp3arma d Nmpema MyTamH I0CMaTpaHe
tauke (cnuka 2.4). Kpo3 Tauky 4 npocTopHe IMyTame MOXKe ce MOBYhH TaHTeHTa jeAMHUYHOT

— - e —_—
OpT BEKTOpa T, M BeKTopa Op3uHe UV = vT,. PaBaH HOpMajHa Ha BEKTOp T, Ha3uBa ce
HopmainHa paBaH N myrame y Tauku 4. CBaka mpaBa Koja Mpojia3u Kpo3 Tauky 4 U JeXH y
. — - — . . .
paBau N je HOpManHa Ha T, U UV = VT,. Y HEKOj Ipyroj Tauku A1 OIMCKOj TaYKu 4 OpPT BEKTOP
¥ BEKTOD Op3HHE Cy T; M = Uy = V;T;. [IpEHONIEmEM OPT BEKTOPA T; NApAIETHO CAMOM ceOu
y Tauky A, 100uja ce paBaH Kojy 00pa3yjy OpPTOBH T, U T, UYMja OpHjE€HTALUja Y IPOCTOPY
3aBHUCHU 01 00JIMKa TpajeKTopuje. Y rpaHUYHOM cilydajy Kajga A; — A, paBaH MOBy4YeHa KpO3
OPTOBE T, U T; TEXU IPAHUYHOM TI0JI0KA]y Y IIPOCTOPY M HA3MBa Ce OCKyJapHa pasaH. JIunuja
npeceka HOpMaJlHe U OCKYJIapHE PaBHU Ha3MBa C€ IJIaBHA HOPMAJia 1, TPAjeKTOPHUje y TauKu

A. CMep Ti1aBHe HOpMaJle T, je Of1 Tauke 4 Ka LIEHTPy KpuBHMHE Tpajekropuje O. Hopmana y
Tayku A Koja nexu y paBHU N, a HOpMaliHa je Ha OCKYJIapHy paBaH, Ha3uBa ce OuHOpMaina b,,.

OpT BEKTOpH TaHTEHTE T,, INIABHE HOPMAJE N, U OunopMane b, obpasyjy AecHU TpHjenap y
Ta4ku A ¥ KOjU TIPaTH BEHO KpeTame 1Mo TpajekTopuju. OpHjeHTanrja oca Tpujeapa ce Mema

y IIPOCTOPY Y 3aBUCHOCTH 071 00JIMKa TPajeKTOpHje U 3aKOHA ITyTa Tauke A.

Cauka 2.4. TaHreHmujajiHo 1 HOpMaaHO yOp3ame

Kako cy MHTEH3UT OP3MHE M OPT BEKTOPH TAHTEHTE T, NPOMEEUBU y TOKY BPEMEHA,

Ha OCHOBY jeqHaunHa (2.7) u (2.14) Moke ce HamucaTu:
@z

—2, (2.20)

- d —> av —
a —E(vro) =—Totv

H3Bon OpPT BCKTOpPA TAHI'CHTE MOXKE CC HAIIUCATU Y 06J'II/IKyI
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dt, _dt, ds _ _ dz,

at as at_ V' as (2.21)

BekTop dT, nMa npasail HOpMalle y Tauku 4, W KaKo JIEKH Y OCKYJIapHOj PaBHH MMa [paBall 1
—> — .
cMep TJIaBHE HOpMmaiie Nn,. VHTeH3uTeT BekTopa dT, MOXE ce 3aMEHHTH YIiIoM da Kojer
o0pas3yjy JBe CyceiHe TaHTEeHTE YUjH Cy OPTOBH T, U T1 (ciuka 2.4). Tana je:
— — —

dt, =dt, n, =da-n,. (2.22)
Jla 6u ce onpeanno ds, MOBYIMMO TJIaBHE HOpMasie M3 Tayaka 4 U A1 Ha HHUXOBE

TaHreHTe, Koje ce ceky y Tauku C (ueHrap kpusune). JIyk kpuse ds = AA;, aABe BeoMa Onucke

Tayke, MOXKE C€ CMaTpaTd Kao JIyk Kpyra nomynpeunuka R = A,C. Kpyr 4nju ce enemeHnar

JyKa MOKJIana ca eJIeMEHTOM KPHBE JIMHU]E Y AaTOj TAYKU Ha3HBa C€ KPYrOM KPUBHHE, H-ETOB

MOJYIPEYHHK j€ MOJYNPEYHUK KPUBHHE, a LEHTap Kpyra je HeHTap KpuBuHe. Pa3Hu nenoBu

TPajeKTOpHUje OUUIJICAHO UMAjy pa3InuuTe nojaynpeyHrke kpusute. Ca ciuke 2.4. ce BUIM Ja

je:

ds = AA, = da-R. (2.23)
Ha ocHoBy jennaunna (2.20), (2.21), (2.22) u (2.23) nobuja ce cneneha jeqnaunna:

—)_dU—) zda'n—(;_dv—) vz—)

a—ETO-F m—a 0+?n0. (224)

U3 jennaunne (2.24) cnenm na BEKTOp yOp3ama d MMa JBE€ KOMIIOHEHTE Y OAHOCY Ha
MPUPOJHU TpHUjedap, Tj. yOp3ame y MpaBlly TaHT€HTE Ha TPajeKTOpujy (TaHTEHIMjaTHO
yOp3ame - a;) U yOp3ame y IpaBly M CMepy IlIaBHE HopMane (HOPMaJIHO yOps3ame - a,).
Tanrennujanso yop3ame je:

— av —s d28—>
a, = ETO = ETO, (225)

a HOpMaJTHO yOp3ame je:

— 172 —
a, =27 (2.26)

Kako je HOpMmanHO yOp3ame yCMEpPeHO Ka IeHTpy KpHBHHE, Ha3uBa ce U
[IEHTPUIIETAJIHO yOp3ame. Bekrop yOps3ama d HeMa KOMIIOHEHTY Y MNpaBily OWHOpMAJe,
OIHOCHO @ YBEK JI&KH y OCKYJIApHO] PaBHH TpajeKTOpWje aare Tayke. TaHreHIMjajiHa
KOMITOHEHTa yOp3ame KapakTepuue MPOMEHY BEKTOpa Op3uHE IO BEJIMYMHM, a HOpMajHa
KOMITIOHEHTa KapaKkTepHile MpOMeHY Op3uHE IO MpaBlly. BeKTOpW TaHreHIMjaJIHOT U

HOpMaJIHOT y6p3aH>a cy MehyCOGHO HOpMaJIHH, TAKO J1a C€ BEKTOP y6p3aH>a MOZKC HAITUCATH Y

a=a; +a, (2.27)

OJTHOCHO, MHTE3UTET yOp3ame je:
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o= Varra= () + (%) @2)

VY 3aBUCHOCTH O] TOra KoOja KOMIIOHEHTa yOp3ama je 3acTyIUbeHa NIpU KpeTamy
MaTepujajaHe Tauke, pa3sIuKyjy ce cienehu ciaydajeBu yOp3aHOT KpeTama:
a) at = 0, an = 0 - kperame je paBHOMEPHO MPABOJIUHHU]CKO;
0) at # 0, an = 0 - HepaBHOMEPHO MTPABOJIUHU]CKO;
1) a: = 0, an # 0 - paBHOMEPHO KPUBOJIMHH]CKO, OJJHOCHO KPYXKHO;

n) at # 0, an # 0 - HepaBHOMEPHO KPUBOJIMHI]CKO, CIIOKEHO KPETarhe.

2.1.4. PaBHOMEpHO KPY:KHO KpeTambe MaTepujajiHe TauKe

PaBHOMEPHO KPY)KHO KpeTame MaTepHjallHe TauKe je KPETame 10 KPYXKHOj IyTambH ca
BEKTOPOM Op3WHE KOHCTAHTHHM I10 MHTCH3UTETY. AKO C€ KOOPJAMHATHU CUCTEM ITOCTABH Y
[IEHTap KPyra, Kao Ha CJIUIHN 2.5, BEKTOPCKA jeTHAYNHA KPETamkha Tauke A je:

() = x(®)T+y(t)] . (2.29)

rae cy X(t) u y(t) mpojexuuje BexTopa 7(t) Ha KOOpAMHATHE OCE. 3a JATH MOJIOXKAj Tauke A

U3HOCE:
X =T1CosQ, (2.30)
y = rsin @. (2.31)

Cauka 2.5. KpyxHo KpeTame

VY TOKy paBHOMEPHOTI' KPY’KHOT KpeTama Tauke A, paBHOMEPHO C€ ME€Ha U yrao ¢ Io

3aKOHY:

Q=w-t, (2.32)
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rZie jeé ® KOHCTaHTHAa MpONOpIHOHaTHOCTH (yraoHa Op3uHa). Ha ocHoBy jemHaumne (2.32)

npojexiuje BekTopa 7 (t) Ha KOOPAMHATHE 0CE MOT'Y C€ HAIMCATH y OOJIUKY:

x = rcos(wt), (2.33)

y = rsin(wt). (2.34)
Jenmnaunne (2.33) u (2.34) cy mapameTapcke jeJHAaYNHE KPETamka, a b UXOBUM JIH3aHEM

Ha KBaJIpaT W €JIMMHUHHCAakEeM BpeMeHa t Kao mapaMerpa J100Mja ce jeqHauynHa TPajeKTopHje,

o0uKa:

r? =x? 4+ y?, (2.35)

mTo je jenHaunHa kpyra. [Io m0j ce maTepujaiHa Tauka kpehe 1o 3aKoHy ImyTa:

s=r@ =rot. (2.36)
Bbp3unHa oBor kperama ce 100uja tupepeHIMpamkeM BEKTOPCKE jeIHAYMHE KPETarmba 1Mo

BpEMEHY, IIPY Y€MY Cy OPTOBH CTaJIHU Y OAHOCY Ha KOOPAMHATHHU CUCTEM, T1a ce 1o0uja:

L, dF _dxs , dy S S

v=d—:=d—:l+d—¥]=vxl+vy]. (2.37)
Kako je:

% = v, = —rw sin(wt), (2.38)

% = v, = rw cos(wt), (2.39)

jennauuHa (2.37) mocrtaje:
¥ = —rwsin(wt) T+ rw cos(wt) *J. (2.40)

NuTen3ureT BekTOpa Op3uHe je:

V= \/vf + vy = Jr2w?sin2(wt) + r2w?cos?(wt) = rw . (2.41)
U3 jennaumne (2.41) cieny 1a je MHTEH3MTET BEKOpa Op3HMHE U CTalaH y TOKY BpEMEHa,
jep ¢y @u r xoHcranTHU. Jla OM OJpeanIn OJHOC NpaBala BEKTora U U 7, MIOMHOXKHheMO ux
CKaJIapHO:
70 = [rcos(wt) - T+ rsin(wt) j] - [-rw sin(wt) - T + rw cos(wt) J] = 0, (2.42)
Baromro jei-1=1,7-J=1ati-j=j-7= 0. Ha OCHOBY IPEIXOIHOT CIEIN 14 j€ BEKTOP
Op3uHEe HOpMaJIaH Ha paJiijyc BEKTOp, OJHOCHO Op3WHa je Kao HopMaJia Ha paJiijyc yCMepeHa
Jy’K TAHTEHTE Kpyra y cBakoj Tauku. Cmep Op3uHe je y cMepy oOpTama, o1 Ao Ka A1.

Hako je 0BO KpeTame paBHOMEPHO, ITOCTOJH YOp3ame Koje ce oapelyje 1o jeJHaunHHI:

d*7 _ d*x5 | d’y s

d’zﬁ—ﬁl+ﬁ]=axi’+ayj’, (243)
Kako je:
Ex a, = —rw? cos(wt), (2.44)

dt?
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d?%y

5=y = —rw? sin(wt), (2.45)

y

jennaunna (2.45) mocraje:

d = —rw? cos(wt) - T — rw? sin(wt) - J, (2.46)
O/IHOCHO:
d = —w?[r cos(wt) - T+ rsin(wt) - J] = —w?7. (2.47)

WuTen3ureT BeKTOpa yop3ama je:

a= \/a,% +a; = \/rzw‘*cosz(wt) + r2w*sin?(wt) = rw? . (2.48)

U3 jennaumne (2.48) cinenu na je  MHTEH3MTET BEKOpa yOp3ama d CTalaH y TOKY
BpPEMEHA, OJIHOCHO TaHTCHIIMjaJTHO YOP3amke je HyJia U TIOCTOjU CaMO HOPMATHO yOp3ame Koje
j€ KOJIMHEapHO ca BEKOPOM I0JI0XKaja 7 ¥ cynpoTHOT cMepa. Kako je u3 nepuuuimje HopMaite

KOMITOHEHTE yOp3ama, jenHaunna (2.26):

a, =2, (2.49)

r

Ha OCHOBY jeqHaunHa (2.48) u (2.49) nobujamo na je:
v

2.2. KuHeMaTuka KpyTor TeJjia

KpyTo Teno je MexaHU4YKu CUCTEM CacTaBJbEH O] BEJIMKOT Opoja MaTepHjaJIHUX Tayaka
3a KOj€ j€ KapaKTepUCTUYHO JIa pacTojame nu3mel)y Onso koje ABe HeroBe Tauke 0CTaje CTAIIHO,
06e3 003upa Ha crnoJbHe yTHiaje. CBaka Tauka Tela MpPU KpeTamwy OINHCYje OAroBapajyhy
Tpajekropujy. Ha ocHOBY o0nuka TpajeKkTopHje cBa Clo)KeHa KpeTama KpYyTor Tejla ce CBOJE
Ha TPAHCJIATOPHO (TIPOrPECHBHO) U poTaloHo (00pTHO). Jla O6u ce oapeausio KpeTame Tena
Tpeba TO3HAaBaTH KPETamke CBaKe HETrOBE TaukKe, 10 3aKOHMMa Pa3MaTpPaHuM y MoriaBiby 2.1.
OBo 3axTeBa MO3HABaKkE BEIUKOT Opoja jeHayrHa KpeTama (1o TpH 3a cBaky Tauky). OBaj
npobieM ce pemaBa Kopuctehr KapakTepUCTHKY KpYTOT Tejla Jia je pacrojame u3Mel)y nBe
ErOBE IPOM3BOJbHE TauykKe KOHCTAHTHO. 3aTo ce MOJI0Ka] KPYTOr Tela y OJHOCY Ha
HEMOKPETHU KOOPJAMHATHU cucTeM ojipeljyje momohy Koop/rMHaTa TpU HEroBe Tauke Koje He

nexe Ha jeHoj paBHU. Kako je pacrojame nsmely aBe tauke:

d= \/(xz —x1)%+ (2 —y1)? + (22 — z1)3, (2.51)

3a oz[peleBa}be nonomaja KpyToOor TeCjia je HOTpe6H0 1 JOBOJbHO ITO3HABATH HMICCT HE3aBUCHUX

je,Z[Ha‘{I/IHa. N3 Tor pasjiora c¢ yBoze HOjMOBI/I HOBHX KMHCEMATHYKHX BCIINYMHA, KOjC Cy onmTe
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3a CB€ MaTepHjaHe Tayke, OJTHOCHO 3a TeJO, Kao IITO Cy YTraOHU TTOMEpaj, yraoHa Op3uHa U

yraoHo yOp3ame.
2.2.1. TpaHcJIATOPHO KpeTame KPYTor TeJia

TpaHcnaTopHO KpeTame KPYyTOr Tejla je KpeTame IMPH KOME CBaka JIMHUja Koja craja
JIBE TMPOW3BOJPHE TayKe Tella OCTaje MapalielHa caMoj ce0H, OJHOCHO 3aJp’KaBa CBOjY
opujeHTajy y npoctopy. [lomoxkaj mpousBojbHE Tauke A y OAHOCY Ha HEMOKpETaH
KOOPJMHATHH CHCTEM ca ciuke 2.6 je oapehen jernauynHoM:

=T+, (2.52)

Camuka 2.6. TpaHcnaTopHO KpeTame KpyTor Tena

e .
Kox TpaHcmaropHOr KpeTama KpyTOr Tela BEKTOp T, j€ KOHCTaHTaH. Iberose
MPOjeKIIMje Ha OCe KOOPAMHATHOT CHCTeMa Cy Takole KOHCTaHTHE Y TOKY KpeTama. Heka je

kperame Tauke Oy ofHOCY Ha Tauky O TO3HATO M JIATO MapaMeTapCcKUM jelHaurHama y

00muKYy:

xp = x,(t)

Yo = ¥o(0) (2:53)
z, =z, (t).

Ha ocnoBy jegnaumna (2.52) u (2.53) mapamerapcka jeqHadynMHa KpeTama Tadke A
KpPYTOT Tejla Y OJJHOCY Ha HETIOKPETHU KOOPIUHATHH CHUCTEM je:
x4(t) = x,(t) +a
Ya(t) =yp(6) +b (2.54)
za(8) = zp () + ¢,
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rzae ¢y a, b, u ¢ npojeximje BekTOpa a) Ha KoopauHaTHE oce. JenHaunHa (2.54) mokasyje na
YKOJIMKO j€ MO3HaTa IyTama Tauke O, MyTama Tauke 4 Wi OMII0 KOje Apyre TauKe KPyTor
Tena ce 100uja IeHNM MOMEPAILEM y MPABILY U CMEPY BEKTODA T, .

bp3una Tauke A4 y OJHOCY Ha HEMOKPETHH KOOPAWHATHHU CHUCTEM J00Hja ce
mrdepeHnupameM jerHaunne (2.52) o BpeMeny:

ard _ dliotry) _ 415

dt dt dt’ (2'55)

3aTo IMITO je FAf KOHCTaHTaH, M KETOB M3BOJ 10 BPeMeHy je Hyna. Jennaunna (2.55) Moxe ce

HamucaTH y oOuKy:

s = r_;'; WM Uy = V. (2.55)

[Tpu TpaHCIaTOPHOM KpeTamy KpyTOr Tella Op3uHa CBUX BETOBHX TadaKa Cy jeIHaKa.
YOp3ame Tauke 4 y OJHOCY Ha HEMOKPETHH KOOPJWHATHU CHUCTEM Jo0Wja ce

nudepeHnupameM jennadrne (2.55) mo BpeMeny:

dvg __ dy,

=20, (2.56)
dt dt
OJHOCHO.
T =a,

[Tpu TpaHCIaTOPHOM KpeTamy KPYTOr Tena yop3ame CBUX BErOBUX Tauaka Cy jeJHaKa.

Ha ocHOB nmpeTxoIHUX jeTHaYMHA CIIeAH Ja IPU TPAHCIATOPHOM KpeTamy KpyTOr Teia
CBE HETOBE Tauyke HMa]y HCTa TOMEpama, Op3uHy U yOp3ame. 3aTo ce MpoydyaBambe
TPAHCIATOPHOT KpeTama KPYTOT Tejla CBOJIM Ha ofpehuBame KpeTama caMo jeHE HEroBe
Ta4yKe, OJJHOCHO 32 KHHEMAaTUYKO MPOyYaBamke TPAHCIATOPHOT KPeTama KPyTOr Tella KOPHUCTe

CC 3aKOHHU KpCTama MaTepI/IjaHHe Ta4yKe.

2.2.2. PoTanlmoHO KpeTame KPYTOor Tejia 0ko yuBpuirheHe oce

Kox poTanuonor kperama KpyTOr Tejla CBE HerOBE TauKe OMUCY]Y KPYKHHUILIE YUjU CEe
[IEHTPU Haja3e Ha jeJHOj MpaBOj Koja ce Ha3WBa Oca poTalyje, MpH YeMy Cy Tadyke Koje
MpUTIaJajy OCH poTanuje HemokpeTHe. Ha cnunm 2.7 mpukasaH je mpuMep poTalrje KpyTor
TeJIa OKO HETOBE JIBE yuBpIheHe Tauke, ca 0COM pOoTallrje Koja MpoIa3d Kpo3 Te Tauke.

Cpaka Tayka KpyTOT' TeJla UMa CBOjy IyTamy, Op3uHy U yOp3amke U OBEe BEJIHMYHUHE HE
MOTY J1a c€ KOpHUCTEe 3a oapehuBame KpeTama IEeNoT KpyTor Tena. Pamujycu BEKTOPH CBHX
Tayaka (BEKTOp MOBYYEH W3 IIEHTpa OATrOoBapajyhe KpyXHHIE y JaTy TauyKy) 3a0KpPEHY C€ 3a

UCTH yrao A¢ y TOKy poTanuje. Yrao A¢ ce Ha3uBa yraoHW IIOMEpaj LEJOT KPyTOr Tela U
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KapaKTEPHUCTHKA j€ POTAIIMOHOT KpeTama KPYTOr Tejla. 3a ONMMCHBAKE POTAIlH]je TTOTPEOHO je
JOII OJIPEAWTH TIOJIOXKA] OCe POTalMje M CMep poTamuje Kpyror Teina. OBO ce IMOCTHXKE
neuHUCameM yraoHOT TIOMepaja Kao BeKTopa. HberoB mHTEH3HTET je (hyHKIMja BpeMeHa,
Ap = ¢(t), mpaBail My je Iy Oce poTaimje, a cMep ce oapeljyje mpaBUIOM JECHOT 3aBpPTHa
(Tako3BaHM MO3UTUBHM cMep). AKO 0iroBapajyhu opT BeKTOpa oce poTaltje 03HauMMO €a Wy,

TaJia ce BEKTOP YraoHOT IOMepaja MOKe HAMMCATH Y OOJIHKY:

Ag = Apag. (2.57)

Cauka 2.7. KunemaTnike KapakTepUCTUKE pOTaIli]e

—
Jla 6u A 6mo BekTOp, HHjEe JOBOJHHO Jla My C€ CaMO MPUIMIITY BEKTOPCKa CBOJCTBA,

Beh je HeomXoJHO Jla ce MOKOpaBa pauyHy BekTopcke anreOpe. Hamme 3a aBa y3acromHa

nomepaja kpyror tena A@, u Ag@,, BeroB pe3ynTyjyhu momepaj npema BEKTOPCKO] anreopu

Tpeba aa Oyne:
Ag = Ag; + Mg, (2.58)

aT¥ TO HHjE Cy4yaj 3a yraoHe MoMepaje MPOU3BOJbHE BEIMYMHE. Y CIIy4ajy 3a BPJIO Majie

yraoHe rmomepaje HE{ " d—q)z) BAKU:

dg = do, + do,. (2.59)
OpHoc npupaliTaja yraoHor moMepaja K(B y uHTepBaily At y KOMe je Taj MpupailTaj

HaCTao, Ha3uMBa CC CPCAmka yraoHa 6p31/1Ha:

oy =22 (2.60)
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I'pannuHa BpeaHOCT oxHOca y jenqHaunHu (2.60), kana At — 0, Ha3uBa ce TPEHYTHO

yraoHa Op3uHa KpyTor TeJjla y TPEeHYTKY t, 1 MaTeMaTHUKH Ce MOXKE HAITUCATH Y OOJIHKY:

—

.= d
@ = lim %2 = —

=g 2.61
Ao = ac = ¥ (2.61)
Ha ocnoBy ocobune Bektopa d¢ cieam jga je W yraoHa Op3vHa @ KHHEMAaTHYKa

KapaKTepUCTHKA IIeJIOT KPYTOT Tesla. YTraoHa Op3uHa je aKCHUjaTHU BEKTOP YMjU j€ HHTEH3UTET:
w =@ = d_‘P, (2.62)
mpaBall Ay)X OCe poTalfje KpyTor Tella, a cMep ce oapelyje mpaBHIIOM JIECHOT 3aBPTHaA.
Yraona Op3uHa je BEKTOp KOJIMHEapaH ca BEKTOPOM YraoHOT IOMepaja U MOXe ce
MIPEJICTABUTH Y OOJIHKY:
@ =w- g (2.63)
IJ€ je W, OpT OCe poTalHje.

Poranuja 4BpCTOr Tejda KOHCTAHTHOM YraoHOM Op3MHOM (J Ha3HMBa CE€ jEIHAKO
potanmoHo Kpetame. Kom mera je kapakTepucThdaH nepuo poramnuje 7, KOju MpeIcTaBba
BpEMeE jeHOT MyHOT 00pTa Tena, OHOCHO poTtauuje 3a 21 win 360°. U3 nedpununuje yraone

Op3uHE ciieu Ja je:

_Ap _2m
w=""=" (2.64)
OIHOCHO.
21
T== (2.65)

Perunpouna BpeIHOCT mepHoAa poTaluje, ImpeacTraBba Opoj oOpTaja y jeAMHHULHU
BpeMEHa M Ha3MBa CE yUECTaHOCT WK (PEKBEHIIMja V, TaKo Ja je:

1 w
V=== (2.66)
T 2T

Axo yraoHa 6p3I/IHa HI/Ije KOHCTaHTHA, Taaa C€ KOJHYHHK IIPOMEHE BEKTOpPa YraoHE
6p31/IHe HacTajJC y HMHTCPpBAly BpEMCEHA At, N TOI' BpECMCHCKOI' HHTCpBaJjia Ha3WBa CPCAILC

yraoHO yOp3ame:

. i@
Ay = A—‘;’. (2.67)

I'pannyna BpegHOCT onHOCA Yy jeaHauuHu (2.67), kaga At — 0, Ha3uBa ce TPEHYTHO

yraoHo yOp3ame KpyTor Tejla y TPeHYTKY t, 1 MaTeMaTH4Ky ce MOXe HAallCcaTu y O0JIUKY:

5 . — do % do— d?¢p_—,
d=lim%=2"=4=""0; =—2u, (2.68)
At—0 at dt dt

VraoHo yop3umbe & je KHHEMATHUKA KaPAKTEPUCTUKA 1IEJOT KPYTOT Teja. Y KOJIHUKO je

oca poTanyje KpyTor Tella y MpOCTOPY HEMOMHUYHA, TaJa BEKTOP yraoHOT yOp3ama @ JIeXkHU Ha
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OCH poTalyje Kao U BEKTOp yraone Ops3uHe. BekTop @ je akcujaqHU BEKTOD, a HErOB CMEp

3aBHCH O] 3HaKa MpuUpallTaja yraone Op3uHe.

2.2.3. Peranmja mel)y BeKTOpHHA JIMHeapHe V, M YraoHe @ Op3uHe

Bemmunne @ = ¢@(t), @ =w(t) u a = a(t) oapehyjy pOTauMOHO KpeTame
LEJIOKYITHOT KpyTor Teia. MehyTtum, cBaka MaTepujaiHa Tayka KpPYyTOr Teja MMa CBOje
JIMHUjCKE eNIEMEHTE KpeTama: npehenn myr i, Op3uny v, u yop3ame a, . Kako ce momenyre
BEJIMYMHE OJTHOCE HA UCTO TeJI0 Mel)y TMHH]CKUM U POTAIIHOHUM BEIMYMHAMa MOpa IOCTOjaTh
onpehene pemnanuje.

Ha ciunu 2.8 nmpukasaHo je KpyTo TeIo KOje€ pOTUpa yraOHOM OP3MHOM (W y OJHOCY Ha
HENOKPETHU KOOpAUHATHH chcTeM. [TocMaTpajMo Tauky Aj uuju je BEKTOP MOJI0KAja 7, U HEKa
je yrao f usmel)y @ u 7. OB Bekropu onpelyyjy paBaH Ha KOjy je BEKTOp U, HOPMAJaH U
YCMEPEH TI0 JIECHO] OPHjEHTAIIN]H, TAKO JIa C& MOYKE HAITUCATH:

v, = ®XT,. (2.69)

WuTen3ureT nuHeapHe Op3uHE je:

v; = |0 XT,| = wr;sin(B) = wp;. (2.70)

U3 jennaunna (2.69) u (2.70) MoXxe ce oapeIuTH JHHEapHa Op3HHA i-T¢ TaYKe KPyTOr

TeJla YKOJIMKO j€ MOo3HaTa yraoHa Op3uHa KpyTor Teja U HBEeH MOJI0XKa].

Cauka 2.8. OnHOC JIMHU)CKE U yraoHe Op3uHe

U3 jennaumne (2.69) MOy ce OIPEIUTH MPOjeKIUje Op3MHE U, HA 0CE HEMOKPETHOT

KOOpauHaTHe cucteMa. Heka cy mpojekuuje BeKTopa 7, aare ca Xi, Yi, Zi, a IIpojeKIHje BEKTOpa
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@ ca ax, oyi @y, TOK Cy OPTOBO Oca Jatu ca i, j, u K. Taxga ce jennaunna (2.69) MoKe HamucaTH

y O0JIUKY:
. ]k

1—7: = a_))XT'{ = |wy Wy Wyl (2.71)
Xi Vi Zj

[Ipojekmuje Op3uHE HA KOOPIUHATHE OCE 100Mjajy Ce pa3BHjambEeM OBE JICTEPMHUHAHTE:
Uxi = WyZ;j — WzYj
Vyi = W,X; — WyZ; (2.72)
Vzi = WY — WyX;j

Oge jennaunne je uzseo Ojnep (Euler) nma ce mo wemy 1 Ha3uBajy. Y HalIeM CIy4ajy
ca cimke 2.8, rie ce 0ca poTanuje MOKJIana ca Z 0CoM, IIpU 4eMy je wy = w, = 0, a w, = w,

jennauduHa (2.72) nmocraje:

Uyxi = —WY;
in = wWX; (273)
Vg = 0

2.2.4. Peaauuje mel)y BeKTOpHHA JIMHEAPHOT @, M YraoHOT @ yOp3ama

JudepennupameM jeanadnne (2.69) MOKEMO /1a OAPEAUMO YOp3ambe I-Te TaYKe KPyTOr

Tena a,.

a,=—=—(Wx7r)=—Xr+wx — 2.74
l dt dt ( l) dt 1 + dt’ ( )

OIHOCHO:

a,=axr,+wxv,. (2.75)

Bektop @;, = @ X7, je HOPMaJaH Ha paBaH Kojy 00pasyjy BEKTOPH & U T,, CAMHM THM j€
KOJIMHEAPaH Ca BEKTOPOM OP3HMHE U, OJIHOCHOM Ca OPTOM TAHTEHTE T, Y TAYKU A IPH POTALMjH
KPYTOT TeJja [0 KPYTy MmoJsiynpevnuka p = r; sin(w, ;). YOp3ame @;, ¥Ma Ipasall TAHT€HTE U
Ha3WBa Ce TAHIE€HIMjATHO YOP3ame, JOK j€ HHTEH3UTET BEKTOpPA Ay, :

a, = ar;sin(w,7) = ap; = %pi. (2.76)

Jpyru unaH y jeqHauunu (2.75) je:

Bxp=0x@x7)=dx[6Bx (@ +p)] = —w?p, = a,,. (2.77)
Bektop @,,, je HopManaH Ha paBaH Kojy oapel)yjy BEKTOpH & M U, B yCMEPEM j€ LYK Paaujyc
BEKTOpa Ka IEHTPY KPUBUHE y TaukH Aj M Ha3MBa C€ HOPMAJIHO yOp3ame MocMaTpaHe Tauke
Koja poTupa. THTEH3UTET BEKTOPA Ay, j€:
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ani = wv; sin(w, ) = wv;, (2.78)
jep cy BEeKTOpH 0 ¥ v, HopManHu. Kako ce Tauka Aj KpyTor Tena kpehe 1o kpyry nosynpedyHuka
pi, a npema jennaunnu (2.70) je v; = |0 XT;| = wp;, MHTEH3UTET BEKTOPA A, MOXKE CE

HaMucaTH y O0JIUKY:

2
Api = W2p; = p— (2.79)

Jlakiie, HOpMaIHO yOp3ame KapaKTepulIlle MPOMEHY JIMHeapHe Op3uHE 10 MpaBILy.
2.3. OCHOBHM 3aKOHH TUHAMHKE

Jleo MexaHUKe KOju ce 0aBU M3y4aBambEeM KpeTamba Tella 3ajeJHO Ca lheTOBUM y3pOoLMa
Ha3MBa Ce JUHAMHUKA. Y3POK MPOMEHE CTama KpeTama WM Jedopmanyje Tena je HBUXOBO
MelycoOHO [1ejCTBO KOje ce Ha3uBa MHTEpakiyja. MexaHnuke HHTepaKiMje TeNa JeliaBajy ce
WIA HEeTIOCPEAHUM JIOAWPOM TeJa WM TOCPEIACTBOM MOoceOHe MaTepHjaiHe CpeuHe Koja ce
Ha3uBa (PU3UIKO TOJbE.

AKXO jeZTHO TeJo AOBOJM 10 KpeTama JAPYror Tena, Taja ce MPBO JIENO MOoHAala Kao
Y3POK 3a KpeTame IpYyror Teja, OJHOCHO OBa JiBa Tena nHTeparyjy. Cuna je Gpusnuka BeTudnHa
KOjoM ce Mepe wuHTepaknuje usMely tenma. Cuia HHje NpPUCTyMadyHa HEMNOCPETHOM
rnocMatpamy, Beh ce mpHUCycTBO cuie MaHH(ECTyje MPEeKo MOoCIeaulla KOjy OHa H3a3uBa
MHTepakKIyjoM, ouso uzmel)y tena wimm usmel)y ¢pusuukor nossa u tena. [locroje 1Ba HaunHa
Mepema Cujie: TMHAMUYKU KOjU C€ 3aCHHBA Ha MEpEemY MIPOMEHE KpeTama jJeHOT OJ] Tejla Kao
MOCJIeIUIIA FbUXOBE MHTEPAKIIN]€ U CTATUYKU KOJU CE 3aCHUBA HAa MEpEmY AchopMalirje Tera
M3a3BaHOM CHJIOM.

ExcniepuMeHTaIHO je yCTaHOBJHEHO Ja JISjCTBO CHJIE Ha AAaTO TEJO 3aBUCH OJ1 HalaHe
Tayke Cujie, MHTEH3UTETa CUJie, IIPaBlia U CMepa y KOMe ce BPILIU MHTEPaKIIMja, OAHOCHO CHUJIa

IIpecTaBjba IPpaBy BEKTOPCKY BEIUYHUHY.
2.3.1. IIpBu IbyTHOB 3aK0H KpeTama - 3aKOH HHepLHuje

[IpBu tbyTHOB 3akoH WM 3akOH HHepIMje rnack: “CBako TEIO OCTaje y CTamy
MHUpPOBamkha WIH PAaBHOMEPHOT TPABOJMHH]CKOT KpPETama CBE TOK KOJ JICjCTBOM CHIIE HHjeE
npunyheHo aa cBoje crame npomeHu. OBaj 3aKoH Tpeba CXBAaTUTH Ha cienehu HauuH: (a) Ja
jeé HWHepIHja CBOJCTBEHA CBAaKOM Tely, IITO 3HAUM J1a OHO TEXKHU 3a OJIP)KABAmEM CTamba

peNaTUBHOT MUPOBamka WU jJeJHAKOT MPaBOJIUHU]CKOT KpeTama, (0) /1a cuja HH1je HEONXoJdaH
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Y3pOK KpeTama Tela, jep U 0e3 MpUcycTBa CHiIe, Tejaa MOry Ja ce Kpehy, (1) TpoOMeHy KpeTama
TeJa W3a3MBa CWJIa, OJJHOCHO aKO Ha TeJo Jejyje CHJIa OHO C€ HE MOXE HAJa3UuTH y CTamby
MHUpOBamba. Y OBOM 3aKOHY C€ TIOMHUIbY C€ I10jMOBU MUPOBamE U paBHOMEPHO KpeTame. Kana
Ce TOBOPHU O MUPOBAKY HIIM PABHOMEPHOM KpETary MOCTaBJha CE MUTAKE. Y OJJHOCY Ha KOJH

pedepenTau (koopauHATHH) crcTeM ce To ogHocu? Cam HbyTH je moapazymeBao fia ce Ty paau
0 HEKOM aIlCoJIyTHOM KpeTamy Y alcoIyTHOM IPOCTOPY: "ATICOIYTHH MPOCTOP j€ MO CBOjOj
CYIITHHH HE3aBUCAH O] OWJIO Yera CIOJhallliber M OCTaje YBEeK UCTU M HemokpetaHn'. OBO je
MeTadU3UIKO TICAUINTEe U HE OATrOBapa CTBAPHOCTH Y KOjOj C€ CBAKO TEJO Haia3W u Kpehe.
Kperame je moryhe nedunucatu caMmo penaTuBHO, Y OMHOCY Ha apyra Tena. CBako 01 BbUX
MOJKEMO YCIIOBHO CMaTpaTH HEMOKPETHUM U 33 Hera Be3aT KOOpAWHATHH cucTeM. Kperame
TeNa y OJHOCY Ha YCIIOBHO HENOKPETHH KOOPAMHATHH CHCTEM HAa3WBajy c€ arcojyTHa
Kperama. MelyTum, oBa kpetama ca lbyTHOBOT riieAniTa HUCY arcoyTHa 3aTo IITO KPEeTame
JEIHOT MCTOT Teja 3aBUCH o] u3bopa KoopauHATHOT cuctema. [Ipema Tome npBu HbyTHOB
3aKOH B&)KU CaMO 3a CIICLUjaJIHy BPCTY KOOpPJMHATHOT cucTema. KoopauHaTHH cucTeM, y
OJTHOCY Ha KOjU M30JI0BaHO TEJI0 MUPY]j€ WA Ce PaBHOMEPHO U MPaBOJIMHUjCKU Kpehe, Ha3uBa
Ce WHEPIHMjaIHH KOOPAMHATHU CHCTeM. Y YCIIOBUMa Ha 3eMJbM HEMOTyhe je OCTBapHTh
KpETame Tella Ha Koje He OW JIejCTBOBaJIC CUJIC TPaBUTAIlH]je, YCIIEe Tora CBAaKU KOOPJAUHATHH
CHCTEM Be3aH 3a 3eMJby j€ HCEHHEPIHjaJHH CUCTeM. [loCTojarme HMHEpLHUjaTHUX CUCTEMa

MOTBPHEHO je eKCIEPUMEHTAIHO U3 aCTPOHOMCKHX IIOCMaTpamba.

2.3.2. Ipyru IbyTHOB 3aK0H

Jpyru IbyTHOB 3akoH ofpeljyje KapaKTepuCTHKE KpeTama Teja MOJ J€jCTBOM CHIIE.
Kao oCHOBHY KapaKTepUCTUKY MEXaHUUKOT KpeTarma Tena byTH je yBeo GU3NUKy BETHUUHY
KOja Ce 30B€ KONMYMHA KpPeTamba MM UMITYJIC M KOja je JAe(puHHCAaHA Kao IIPOU3BOI Mace U
Op3uHe Tena:
3 = mp. (2.80)
BekTop KOoNMuYMHE KpeTama P KOIMHEapaH je ca BEKTOpOM Op3uHe Tena U, a
UHTEH3UTET My j€ jeHAK IIPOM3BOAY Mace M HHTeH3MTeTa OpsuHe. VY JlekapToBOM

KOOPMHATHOM CHCTEMY BEKTOD P y OIIIITEM CIIydajy UMa TPU KOMIIOHEHTE [y’ 0Ca Y OOJIUKY:

Px = MUy
py = mv, (2.81)
pZ = va
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AKo je Maca KOHCTaHTHa U Beha o HyJe, Kao IMTO ce y KIACHYHO] MEXaHUIIA YBEK
NpeTnocraBiba, Taga W3 jenmHaumHe (2.80) cieau ga je TpoOMEHa KOJHYMHE KpETama
IPOY3POKOBAaHa IPOMEHOM BeKTOpa OpsuHe ¥. Ha OCHOBY NOjMa KOJIMYMHE KpETama |
eKCIIePUMEHTATHUX 3alakarkba O KpeTamy Tela MoJ JejcTBoM cuia, byTH je dhopmynucao
JApYyrd 3aKOH JUHAMHUKE KOjU Iiiacu: [IpomMeHa KOJWYMHE KpeTama, HacTaja y MajioM
WHTEpBAY BpeMeHa U T10/IeJbeHa Ca THM HHTEPBAJIOM BpEMEHa, Cpa3MepHa je CHIIM Koja Jemyje

Ha TeJlo, U JelllaBa ce y MpaBily U cMepy Te cuiie. OBaj 3aKOH ce MOXKe HallucaTu y O0JIUKY:

Amv) 2

=2 =F, (2.82)

I'pannuHa BpegHOCT O71HOCA Y jeaHaunHM (2.82), kaga At — 0:

o Amp) _ V) AP _ g
Al%inoA—t ” 7 F. (2.83)

AKO je Maca KOHCTaHTHA, jeqHadnHa (2.83) MOoXe ce HanmucaT y OOJIHKY:

dv

m—-=ma = F. (2.84)

-

Jenmnaunna (2.84) je nudepeHimjanina jeqHauMHA KpeTamka Tena, Ipu dyemy je F pesynranra
CBUX HMHTEpAKIMja TeJla Mace M ca CBUM JPYIMM TeIuMa, a d je yOp3ame Tela y OJHOCY Ha

HEKU MHEPIIHjaTHA CUCTEM.
2.3.2. Tpehu BlbyTHOB 3aK0H

VY npBom u npyroM HbyTHOBOM 3aKOHY O CHJIM CE€ TOBOPHIIO Ka0 O y3pOKY IMPOMEHE
CTama KpeTama Tela, ajli HHje ce BOAMIIO pauyHa O H3BOPHMA, OJTHOCHO O IPYTHM TeJIHMa Koja
n3a3uBajy Ty npomeHy. Cuiia y OnmreM ciymiajy kapakrepuiie mel)ycoOHy HHTepakiujy ABa
Tela M HEeHa MpaBa yinora y uHTepakuuju je oxpehena tpehum HbyTHOBMM 3akOHOM, KOjU
racu: Y3ajamHa JejcTBa JBajy Tena ¢y Mel)ycoOHO jeiHaka U CYpOTHO yCMEpeHa, OJTHOCHO
cCuJa aKiyje je Mo MHTEH3UTETY jeJHaKa, a 1o CMepy CYIpoTHA cuiin peaknuje. 1 oBaj 3akoH
NOTHYE U3 YONIlTaBamba UCKYCTBEHUX YMbeHuIa. Ha mpumep, mocMaTpajMo y3ajaMHoO J1€jCTBO
IBa Tena Maca Ma 1 Mp (3eMiba W KaMeH, 3eMJba U Mecell, /1Ba Tella Be3aHa HAIpPErHyTOM
ormpyrom), kao Ha ciauiu 2.9. Cuie Kojuma jeaHO TeNO Jeiyje Ha APYro jeaHake IIo

WHTEH3UTETY, a CyIIPOTHE 10 CMEpPY:

—

Foa = —Fap- (2.85)
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Camka 2.9. Akumja u peakiyja

Jeana oy oBux cuita (pennumo Hb)) ce Ha3WBa aKIyja, a Ipyra peaknuja. [lox nejcrom
OBUX cuiIa Tella hie MPOMEHHUTH CTakbe KpeTama (IMHAMHUYKO JICjCTBO CHJIA) WIIM WU3BPIIMTH
nedopmanujy obauka (cratuyko aejctBo). Tpehu HbyTHOB 3aKOH MMa W3BECHA OTpaHUYCHHA.
He moxe ce mpuMeHUTH Ha CUIIe KOje 3aBUCe o] Op3uHe KpeTama Teja, Kakse cy JlopeHosa
cwia W uHepuujamHe cuie. Takohe ce y meMy HE BOAM payyHa O KOHAYHOCTH Op3HWHE
pOCTUparba CBakor jejctra (1to y tbyTHOBO Bpeme HHje HE OHJIO MTO3HATO).

KapakTepuctuke kperama Tela 1moj JejcTBoM cuie oapehene cy npyrum hyrHoBum

3aKOHOM, I10 KOjeM J100ujaMo yOp3ama 3a Tema ca ciauke 2.9:

— _ Fpq
ay = -2 (2.86)
a, = % (2.87)

W3 oBux jennaunna, u jenHaunne (2.85) cnenu:

a, = —Z—Za—b’. (2.88)

Jlaxne, o0a Tena Mewajy CTambe KpeTama 300T y3ajaMHOT JI€jCTBA U Ta IMpoMeHa je 0OpHYTO

MPONOPIIMOHATHA MacH TeJa.
2.4. Pax cuiia v eHepruja
2.4.1. Pax cune

[ToMepame MaTepHjaiHe MO HEKOM IIPABOJIMHU]CKOM PacTojamy S MOJ J€jCTBOM CHIIE

-

F y MexaHunu ce Ha3uWBa paJoM. YUYHMHAK KOHCTaHTHE CWiEe ojpelyje ce cKaJapHUM

MIPOM3BOJIOM CHJIE U PacTOjama 1Mo KOjeM ce IToMepa MaTeprjajiHa TauKa:

A=F-3=Fs cos(ﬁ,§) = Fscos(a), (2.89)
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. = . - .
Y Ha3MBa ce pajoM cuiie. Pan je mo3utuBaH ako cuiia F' ¥ pactojame S 3aKiIanajy omTap yrao
(a < m/2). Cuna He Bpmn paa Kafa je « = n/2. Cuia BpIIM HEraTUBaH paj ako ca IpaBLEM

BEKTOpa « < /2 3aKiana Tymn yrao (« > 7/2), ¥ TakBa Cujia yBeK IpecTaBiba OTIIOP.

. . =d =3
VKOJIHKO j€ cHila IPOMER-MBA U 3aBUCHU 0J1 pacTojama F = F(5), a momepame ce Bpun
Iy’ KpUBE IPOU3BOJHHOT OOJMKA, TaJa Cce YKYNHU paj Yy IPBOj alpPOKCHMAIMjH MOXKe
M3pa3UTU Kao 30Mp eJIeMEeHTapHUX PalioBa YUYMIH-EHUX Ha KOHAYHOM OpOjy MPaBOJIMHU]CKUX

nenoBa AS, Ha Koje je 0eJbeHO TIOMEPARE S

A=Y A =3 F-As, = YL F; - As; cos(F, AS,), (2.90)
rae je F, cpeama KOHCTaHTHA BPEAHOCT CHJIE HA I-TOM IOIEOKY IIoMepama AS,, Kojux uma n.
[IpaBa BpeHOCT M3BpIIEHOT pajaa aoomja ce u3 jennaunne (2.90) kao rpaHuYaH Ciry4aj Kaaa
As, > 0,an — 00, OJHOCHO:

A= lim F-As, = fjf sA=["F-ds, (2.91)

As;—0
. d = - . . . .
rae je cuna F = F(S) mo3nara (yHKIMja pacTojama, a S1 M Sp Cy MOYETHH U KPajibH MOJIOKAjH

TavKe MoMepama.
2.4.2. Cuara uwam eexT paaa

Chara nim epekT pazia je BeIMYMHA KOja KapakTepulle Op3uHy U3BpLIeHor pajia. CHara

P uexe cune F OpoOjHO je jeHaKa paay U3BPIICHOM y JeIMHUIIM BpeMeHa:

ds

w - Fge=Fv (2.92)

rje je ¥ Op3uHa KpeTama 4eCTHIE, a F cuila Koja IejCTByje Ha 4eCTHUIly. Y KOJIMKO CHAra CHJIe

3aBHCH OJ] BpEMeEHa, Tajia ce paJl Te CUJIe MOXKE HalKMCcaTh y O0JIUKY:

A= fttf P(t)dt. (2.93)
2.4.3. Kon3epBaTuBHe U HEKOH3epBaTHBHE CHJIe

- . :
Ako pan cune F puMKoM oMepama MaTepyjalHe TauKe U3 IPOU3BOJBHOT NoJIaXaja

1 y mosioxaj 2 HUje jelHaK HYJIM U He 3aBUCHU 0J1 00JIMKa U BEJIMYMHE IyTa M0 KOME Ce Tauka

IoMepaa, TaKBa ce CHJIa Ha3uBa KOH3epBaTHBHA. Cila uuju pajl 3aBUCH O] ITyTa Ha3UBa ce HE

KOH3CpBAaTHUBHA.
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Pas koH3epBaTHBHE CHJIC MO MPOU3BOFHOM 3aTBOpPeHOM MmyTy L 1-1-2-11-1 (cmka 2.9)
jeIHaK je 30Mpy panoBa U3BPIICHUX HA CBAKOM O] FbeTOBUX JIEJIOBA:

A=A 5+ A -1 (2.94)

%]

-

Cauka 2.10. Pag mo 3aTBOpeHoj myTamu

W3 jennaumne (2.89) ciemuma mpomMeHa cMmepa MOMepama 3a yrao T YK IMyTamkbe
M3a3uBa MPOMEHY 3Haka paja jep je cos(m — a) = — cos(a). Ha ocHoBY oBora ciie j1a je:
Ayopi-1 = —A1-11-2, (2.995)
u jenHaunny (2.94)MoxeM0 HamMcaTu y OOJIMKY:

A=A 15— A1 (2.96)

Kako pan koH3eBaTUBHHX CHJIa HE 3aBUCH 0]1 00JIMKa IyTame Beh 07 IheroBUX Kpajihux
Tayaka, 3aTo je:

Ay 12 = Az q1-1, (2.97)
W na ocHoBy jeqnaunHa (2.96) u (2.97) cnenu naje paj KOH3EpBAaTUBHUX CHJIA TIO 3aTBOPEHO]
nyTtamu L jeqHak Hynu:

§, F-dS=A1_jy+ A1 =0. (2.94)

[Tpumep KOH3EpBATUBHUX CUJIA CY IIeHTpasiHe cuiie. Cuiia Koja Jieiyje Ha MaTepHjaTHy
TayKy WMJIU TEJI0 C€ Ha3WBa IIEHTpPaJHA, aKO FCH IpaBall JejCTBAa 3a BpeMe KpeTama Tela

IIpOJIa3u Kpo3 jelHy HEMOKpeTHY TaukKy y mpoctopy C Koja ce Ha3uBa IeHTap cuie (CluKa

2.10).

Camnka 2.10. Pag uentpanne cuie
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LlenTpanHa cuia MOXKe ce HallucaTH y OOJIHKY:
F=F@)L (2.95)
e je 7 BEKTOp MOJIOXKaja Tejla y OJHOCY Ha LEHTap IEHTap Cuie, a F WHTEH3HTET CUIIe.
LlenTpanHa cuia MOXe MMaTH CMep Ka IIEHTPY WK Of hera. EneMeHTapHU paj LEHTpaIHe
cuie F (r) Ha momepamy AS je:
AA =F(r)-As = F(r) - As cos(ﬁ,E). (2.96)
Kako je As cos(ﬁ , E) npojeKIuja noMemama AS Ha paBall CHjIe F(r), onHocHo Ha npaBaif

paaujyca T M IPEeACTaB/ba MPUPAIITAj PacTOjama MOKPETHE Tauke of 1eHTpa C, ¥ MOKeE Ce

HaIKMCaTH:
As cos(ﬁ, E) = As cos(F, E) = Ar, (2.97)
TaKo Ja ce jeanaunHa (2.96) Moke HarmucaTH y OOJIHKY:

AA = F(r) - Ar. (2.98)
YKynaH paja Ha IeJIOM YTy je:

A= 13%1 Y2 F(ry) - Ary = f:f F(r)dr. (2.99)

Kako monuaTerpanna GpyHkuuja y jennaunau (2.99) 3aBucu camo o1 pactojama 1, a He U 01
o0JMKa W BEIMYMHE IIyTa, IITO NOTBphyje Aa Cy LIEHTpalHe cuiie KoH3epBaTuBHE. [Ipumep

KOH3CPBATUBHUX CHJIA CY I'PABUTALIMOHC CUJIC, CJICKTPOCTATUYKE CUJIC, CJTIACTUYHC CUJIC.

2.4.4. EHepruja MexaHHYKOI KpeTamwa

Nmnysic p = mvje jenHa o] KapaKTEPUCTUYHUX BEJIMYMHA TPH TPAHCIATOPHOM
KpeTtawy. MelhyTuM, oBa TMHaAMHUYKa BEJIMYMHA HE MOXKE OMTH IpaBa Mepa 3a CBe OOJIMKe
Kkperama. Koa n3onoBaHor cucreMa, yKynaH UMITYJIC MOXe OMTH Hyna a Jia ce Teja yHyTap
Wera unak kpehy. 3ato ce yBoJu HoBa (pU3nuKa BeJIMYMHA €HEpryja Koja ou 6osbe onucuBaia
CTame KpeTama (PU3MUKHX Tela U BUXOBHX CHCTeMa M MmoceOHO omHoce Mely muMa, Kao u
TpaHcopMalrje MEXaHUYKOI KpeTama Tella y JIpyre oOJIMKe KpeTama MaTepuje U HHUXOB
KoHTHHYHUTET. EHepruja ce neduHuiie xkao crnocoOHOCT Tena JAa BpLIM paja. MexaHudka
eHepruja KapakTepHilie KpeTame Tejla U ’eroBy MHTEpaKIujy ca ApyrumM Tenuma. 13 uckycrsa
je TI03HATO Ja TeJI0 MOYKe MMaTH €HEPTHjy WM YCIIel CBOT KpeTama - KWHETHYKa CHepryja,

WM yCJe]l CBOT M0JI0Kaja Y MOoJbY HeKe MOTEHIMjalHe CHIIe - OTEHIIMjalTHa eHepruja.
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2.4.4.1. KuHeTH4YKa eHepruja

. = .
JejctBo cuite F Ha yectuiy mMace M MaHu(eCTyje ce y IPOMEHU HeHE OP3UHE O Uy
110 V5. Paj Koju Py TOM BPLIX CHJIA YIIAXKe CE Yy TPOMEHY OP3UHE YECTHUIIE, a MEPA T€ IPOMEHE
j€ KMHEeTH4YKa eHepruja. Jlakiie, KHHeTUUYKa eHepruja je paja cuie aa Ou 4ecTuia mpoMeHuIa

Op3uHy 01 U, 10 V,. Enemenrapuu paj cuie je:

dA=F-di=m%-d3=mp-ds = d ("), (2.100)
dt 2

e je:

- - ;E) UZ

B-di = d (7) =d(%) (2.101)

IIpu quyje KBaJApaT BCKTOpa jCI[HaK KBaaApaTy BEroBOT MOAYJIA. Benuuuna:

Ey = smv?, (2.102)

-

Ha3WBa Ce KMHETHYKAa CHEpruja 4yecTulle, a BeluunHa dA eneMeHTapHH paj cwie F Ha
nomepamy ds. UuTerpabemeM jennaunne (2.102) y rpanunama oarosapajyhux mosoxaja

gecTuie 100uja ce:

f:lzﬁ -dS=m 1:71217 dv = %mvz2 — %mvf, (2.103)

rJ€ je Uy Op3uHa YECTHUIIE y MOJI0KA]jy S1, a U, Op3MHA YECTHUIIE y MOJI0KAjy S2. Jlakie, paj cuie

M3BPIIEH HA CI000/IHOj YECTHIIN Mace M, JeJIHaK je MPOMEHH HheHe KUHETUUKE eHEePIHje:

A= [7F-d§ = E, — E, = AE,. (2.104)

S1
KuneTtnuka eHepruja 3aBUCH OJ1 Mace M KBajjpaTa Op3uHE YeCTHIle. 3a U3pauyHaBame
KUHETHYKaA EHEPTHja HUje BAKHO Ha KOjH j€ HAYMH YeCTULA CTEKIIa Op3KHy U, IITO 3HAYH /14 je
KMHETHYKa eHepruja (pyHKIMja leHOT cTama KpeTama. Ha 0CHOBY ropmer u3pasa, KHHETHYKa
eHepruja He MOoXe OUTH HeraTuBHa, E;, = 0.
Kunernuka eHepruja je aauTuBHa (U3MUYKa BEIMYMHA. 3a CHUCTEM OJ N YECTHIIA,

KMHETUYKa €Hepruja je jeqHaka 30upy KHHETHUYKUX €Hepruja CBUX YECTUIIA TOT CHCTEMA:

1
Ey = Xty By, = Lo ymivf. (2.105)
2.4.4.2. lloTeHuujaIHA eHepruja

[ToTenmujanua eHepruja je eHepruja Koja caMmo 3aBUCH O]1 TTOJI0XkKaja YECTUIIE Y OAHOCY
Ha JPYry 4ecTHIly (Telo) ca KOjoM HHTeparyje. 3Hadyu, YeCTHIIA C€ HaJla3u y MOoJbY JejcTBa

CHUJIe MHTEpaKIIuje ipyre yecTuile, [loTeHnnjanna enepruja Mepu ce paJioM CUiie HHTEPaKInje

52



Jla yOUeHY YECTHUIly MIPEeMECTH U3 TauKe M0Jba YUjU BEKTOP MOJ0XKaja ' Y HEKY APYTY TauKy
110Jba YMjU j€ BEKTOP MOJI0XKaja Ty, 63 mpoMeHe meHe Op3uHe. Y cilydajy KOH3epBaTUBHUX
CWJIa Taj paj ce MOXKE M3Pa3UTH Kao Pa3IMKa BPEIHOCTH jeaHe (QYHKIIM]E pacTOjama MoYeTKa
U Kpaja nmomepaja:

U@) —U(r) = [° F(r)d?. (2.106)
Bpennoct koncrante U(ry) je HeoapeheHa, ma ce MOTCHIMjalHA €HEPTHja MOXKE OJPEIUTH
TauyHOIINY jeJTHe MPOM3BOJbHE KOHCTAHTE. 3aT0, (PU3MUKK CMHCA0 UMa pa3jivKa MOTEHIIHjaTHe

SHEepruje YeCTHIIE 3a J[Ba ICHA MOJI0XKaja:

U(r) —U(ry) = U(ry) + f F(r)d? —U(ry) — f F(r)d# =
= fr:"ﬁ(r)d?— f[;ﬁ(r)d 7, (2.107)

Kaxko pan cuiie Merba 3HaK Py IPOMEHH CMepa rmoMeparba, jeanadnta (2.107) mocraje:
U(r) = U(rp) = [[7 F(r)di + [ F(rd 7. (2.108)
JlecHa cTpaHa mpeacTaBiba paj CUIIC UHTEPAKIUje IPH [TOMEparby YeCTHIIC U3 TIoJI0Kaja 1y Y
MI0JI0XKa]j 75, MPEKO TauKe YUjU je BEKTOP MOJI0Kaja 1. Kako paa He 3aBUCH 01 ITyTa 10 KOME
j€ BpIIICHO TTIOMEpamke, TO CBOjCTBO HE 00aBe3yje TauKy MOMepamy U3 MOJI0Kaja 17 Y TI0JI0Ka]

1, ipohe kpo3 nmonoxkaj ry. Ha ocHOBY Tora, jennaunna (2.108) mocraje:
U(r) = U(rp) = [* F(r)dF. (2.109)

Jlakiie, paj cuiie WHTEpaKIMje BPIIM Ce HA padyyH cMamema Qyakuuje U(r) mpu
MoMepamy YeCTHIle M3 MOJIoKaja 17 y Tojoxaj 1,. Judepenmupamem wuspasa (2.109)
nobujamo:

—dU(r) = F(r)d? = dA. (2.110)

Osgge je dA Ttoranuu audepeHmmjal jep je cuiia KonsepBaruBHa. Bumumo ma dpynkumja U(r)
MMa JUMEH3Uje pajJa U TMpeACTaB/hba BEIMUMHY KOja Ce Ha3WBa IOTEHIMjallHA €HEepruja
yectuie. Ycuen neoapehenocru koucrante U (1), pehepeHTHH HUBO TIOTEHIU]aTHE €HEPTH]j€E
MOXe OWTH TPOU3BOJHHO H3abpaH. YoOM4YajeHO je Ja ce y IEeHTPaTHUM TMoJbhMa 3a
pedepeHTHH HHBO y3Me BPEIHOCT y 1y — oo, r1e je U(ry) = 0. Y Tom ciyuajy je:

Ur) = —[LF(r)di = AF > o). (2.111)
3a oBakaB pedepeHTHH HHMBO NOTEHIUjallHa €HEepruja je yBeK NpHU IMpHUBIAYEHY YECTUIA

HETaTUBHA U je/lHaKa je pajay CUjia MHTEpaKIHje MOTPEOHOM J1a YECTHILy U3 OECKOHAYHOCTH
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IpeBely y Ta4Ky ca BEKTOPOM T10J105kaja 7. [IpocTop y KoMe Jenyje HeKa KOH3epBaTUBHA CHIla

Ha3MBa ce MOTEHIMjaIHOo oJbe. CBAaKOj TAUKU MOTEHIIM]ATHOT 110Jba, OIr0Bapa ca jeJHe CTpaHe

cuna F(r) KOja JIejCTByje HA YECTHILy, a ca APyre CTpaHe HEKa BPEIHOCT MOTEHIW]jaTHE
enepruje uectune U(r). 3naun na usmel)y oBe JBe BEIMYMHE MOpa [a MOCTOju oapehenn
onHoc. OBaj OAHOC ClIEIW M3 CBOjCTaBa KOH3EPBATMBHUX CHJIA Jla pajJ CUiIe HE 3aBUCH O]
obnuka myra, Beh o1 mojokaja u Ja ce BPIIM HAa padyyH CMamEeHa MOTEHIIUjalIHe SHEpruje,
OJIHOCHO J1a j€ paJi KOH3epBAaTUBHE CUJIE TOTATHH qudepeHtnjan oaropapajyhe pyuakmauje. [Toxg
HaBE/IEHUM YCIIOBOM, JaKje 3a ciy4yaj KOH3EpBAaTHBHE CWJIE, KaJa je paja CHiie TOTAJIHH
nudepeHIjajl, OAHOC CHIIC U MOTCHIIMjaIHe SHEPIrHje ClIean HemocpeaHo u3 uspasa (2.110).

VY ToM ciydajy MOXKEMO MHCaTH J1a je:

dU(T)—)
ar O

F(r)=-— (2.112)

OBO BaxkH 3a MPOM3BOJbAH TIpaBall y MPOCTOPY, a 3a MPaBLE Ay KOOPIMHATHUX OCa

JlexapToBor cuctema ce a0ouja:

_ou. P —

= ox’ Yy oy’ z= ez

(2.113)

Jemnaumna (2.113) onpehyje mpojekmuje BeKTopa cujie Ha KOOPAMHATHE Oce. AKO Cy

MIO3HATE T€ MIPOjEKIINje, OHJA CE BEKTOP CHJIE MOKE HAIMCATH y OOJIUKY:

= - - i 3U_> aU-; au 7
Fo) = (BI+Bj+FE) = - (51+ 57+ 5k). (2.114)

Bekrop ca necHe ctpane jenHaumse (2.114) y mMaTemMaTHIM ce Ha3uWBa IpaJWjeHT CcKajapa
U(x,y,z) u o3HauaBa ce ca V miu grad, tako na ce jeqHauunna (2.114) Moxke HanucaT y 00JIMKY:
F(r) = —grad U = —VU. (2.115)

®usuuku cmucao Bekropa grad U mobuhemo u3 cnenehe anmanuse. Heka je U(7) =
U(x,y,z) = const.= C jenmHaunHa MOBPUIMHE 4YHje CBE TaykKe HMajy HCTY BpPEAHOCT
MOTEHIIMjaJIHE €HEePIUje - eKBUIIOTEHIIMjajiHa NoBpIIMHA. Memamem C 1o6uja ce beckoHauaH
Opoj eKBUIIOTEHIIMJaTHUX TTOBPIIHUHA, KOj€ C€ HE CEKY, Kao IITO j& TO MIYCTPOBAaHO Ha CIIHUIN
2.11. Kpo3 jenny tauky nosba 300r jennosnaunoctn (ynkuuje U(7) moxe ce mosyhu camo

jez[Ha CKBI/IHOTCHHI/Ij aJIHa IMMOBpPIINHA.

U=C,

U=,
U=C,
gradU
B

Cauka 2.11. EkBunoreHyjaise MOBpIIMHE U TPaUjEeHT
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AKO YecTHIa YYMHH TOMaK d7 MO €KBUIIOTEHIMjaIHO] TTOBPIIMHM, W3BPLIEHU Pajl
Mopa OWUTH jeTHaK HYJIH.
dA = —grad U -di = —dU(r) =0, (2.116)
jepje U(r) = const.,adU(r) = 0. Jaxie, Bextor grad U je HOpMaiaH Ha TAHT€HTY [TOBYYEHY
Ha EKBUITOTCHIMjaJHy MOBPUIMHY. AKO y Ta4ykd B TOBy4YeMO HOpPMajly Yy CMepy y KOMe
U (7) pacTe, MOKeMO IMCATH Ja je:
grad U = |grad U| - n,, (2.117)
r1€e je M, jeAMHUYHH BEKTOP HOPMAaJle Ha E€KBHMIIOTEHIHMjAIHy MOBpuIMHY. Heka vectuia
U3BpIIM HOMEpame d7 OyX HOpMale, y KoM npaBuy ce Mmema ckamap U(r). Tama je
d7 = dn - n,, rue je dn eneMeHT noMepama Iy’ HOPMAJe, a N, j€ jeIMHUYHN BekTop. Tana
he enemenTapuu pan Bekropa grad U Ha 0BOM moMepajy OWTH:
dA = grad U -dnn, = dU. (2.118)

Kako je dU > 0, tana je grad Un, > 0,an, u grad U cy KONuHEapHU.
2.4.5. I'paBUTAllHOHO N0/bE, PA/I M IOTEHUHMjAJIHA €HEePruja

Cua ynuBep3aiHe rpaButanuje usmel)y nsa tena (dectuiie) Maca My ¥ M2, KOjOM TEJIO
Mace Mp Jenyje Ha Telo Mace My, MPOMOpIHOHAIHA je BEIMYMHAMa Maca a OOpHYTO

IIPONOPIIMOHATTHA KBAIpaTy BUXOBOT Mel)ycoOHOT pacTojama I, 03HaueHOTr Ha ciuiy 2.12:

F=—yllze (2.119)

m, - @
F -

7 oom,

Cauka 2.12. IbyTHOB 3aKOH rpaBHUTaIyje

[TomTo je Maca MO3WTHBHA BEIWYHMHA, 3HAK MUHYC YKa3yje Ja je TpaBUTAallMOHA CHJIa
yBeK mpuBiayHa. KoHCTaHTa yHHMBEp3alHE TpaBUTAIMjE€ ) UMa HCTYy BPEIHOCT y IEIOM
xocMocy. ExcriepuMeHTanHo je m3MepeHa u m3HocH y= 6.67-1071 Nm2?kg 2. OBo je ounrtnenno
BeoMa Maii Opoj, 1Ma je ¥ rpaBUTAI[MOHA CHJIa MaJla YKOJIMKO Mace Tejla HUCY BeIHKe (Perumo
kao rutanete). Cuna 61 Moriia OMTH BeJMKa ako je I BeoMa Majo, MehyTuMm Taja aenyjy Apyre

jade cuJie Tako J1a je rpaBUTalija MacKUpaHa.
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VY ciydajy rpaBUTannoHux cuia (Kao U eIeKTPUYHUX U MArHETHUX) Tea IeNTy]jy jeHa
Ha ipyre 0e3 HermocpeaHoT KoHTakTa. [la 61 ce 00jacHIIIO y3ajaMHO JIejCTBO Pa3/IBOjEHUX Tela
YBOJIU c€ TojaM (PU3UKOT 1M0Jba, KAO jJeJHOT OOJIMKA MCIOJhbaBamkba MaTEpHje, MOCPEIACTBOM
KOjer ce OCTBapyjy y3ajaMHa JIejCTBA yIaJbeHUX Tena.

CBako Tes0 Mace M cTBapa y MpocTopy I'PaBUTALMOHO TTOJBE KOJUM JICjCTBYjE Ha OHITO

KOje ApYyro Tejo, Mace Mp, Koje ce Hal)e y TOM MOJbY, CUJIOM KOja j€ IPONOpIHOHATHA Mp:

- -

F=m,G. (2.120)

BekTop G He 3aBUCH O] Mace M, U Ha3MBa CE ja4nHa TPABUTALIMOHOT 110Jba:

F 1 mmp_,

m —
=——Y—T, =Y. 2.121
mp V r2 o y r2 o ( )
HaKHe, ja‘lI/IHa I'paBUTAlUOHOT HOJ'baje I'paBUTallMOHA CHUJIa HOjeI[I/IHI/II_[I/I Mace y Ta4YK1

rZie ce Haylasu MpoOHO Teno. BekTop G je KomuHeapaH ca F. IberoB MHTCH3UTET 3aBHCH 01
Mace TeJia Koje cTBapa rpaBUTAIMOHO MOJbE U O] IMOJI0XKaja TayKe y K0joj ce oapehyje merona
jaumna. Ilojbe ce vecto AcUHHIIE KAaO MPOCTOP Y KOME CBAKOM IIOJIOKAjy OJroBapa IO
onpelheHoM 3aKOHY camo jeJTHa BPEAHOCT ¥ TO 0e3 0031pa /1a JiM je y TOj TAYKU MMPUCYTHO APYTO
teno wik He. [IpoGHO Teo Mp Cily)KH HAM CaMo Kao MHIUKATOP (MHCTPYMEHT 332 MEpeHe)
MIOCTOjarba rPaBUTAMOHOT ToJba. Ca Ipyre cTpaHe u Telo IpoOHe Mace Mp CTBapa CBOjE M0Jbe
U JIeTTyje Ha TEJIO M CHUJIOM:
— —
E, = mG,. (2.122)
Cune F u Fp) Cy jelHaKe 1O WHTEH3UTETY W TPAaBILY, alld Cy CYINPOTHHX CMEpOBa U

nokopanajy ce Tpehem byTHoBOM 3akoHy. [ paBUTAIIMOHO TOJBE j€ XOMOTEHO Kajia Cy My Y

S
CBUM TauyKaMa MHTEH3UTETU UCTU U BekTOopu G Mel)ycoOHO mapasenHu, a EeHTPATHO je Kaaa

-

ce MpaBlM CBUX BeKTOpa G ceky y jenHoj Tauku. [lojbe ycamsbeHOT Tela je LEHTPATHO
TPaBUTAIMOHO TIOJHE.
JaunHa BEKTOPCKOT MoJha 00pa30BaHOT O] BUIIIE Tela jeIHaKa jeé BEKTOPCKOM 30Upy

jaurHa 1moJhba 00pa30BaHMX TMOjEAUHUM TEIUMA:

—

- — F, i —
G = Z?=1 GL = ?:1 m = ?:1 -y _17_)13 47 (2.123)
P 7

I'me cy mi u ri Maca u pacrojama i-TOr' Tela y OJHOCY HAa KOOPJAMHATHU MOYETaK HEKOT

WHEPIMJaTHOT CUCTEMA. 3a MPECTaBIbEHE M0Jba YBEIICH j€ TM0jaM JMHHU]a CHIIa TIoJka. 10 Cy

5
JUHH]E Y 4M]Oj Ce CBaKOj TaYKM TAaHTEHTA IOKJIara ca IpaBlLeM BeKkTopa G.

Pan Ir'paBUTAallUOHEC CUJIC je oo IIC(l)I/IHI/II_[I/IjI/I CKaJIapHU IMPOU3BOA I'PAaBUTALIMOHC CUJIC
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F u npehenor nyra dS. PasMoTpuMO cily4aj KpeTama MaTepujajiHe Tauke mMace My y HoJby

7iejcTBa TpaBUTALlMOHE CHJIe Mace M kao Ha ciui| 2.13. Enementapuu pap je:

dA=F-ds=m,G-ds. (2.124)

Camka 2.13. Pag rpaBuTaninose cuie

3a cepHo Temo mace m >> my je:
= m-mp —

F=-y — Ton (2.125)
naje CJIICMCHT paja:
dA=F=—y m:jp (7 - d3) = ym:;’p dr, (2.126)

. — >
3aTo mwTo je ds cos(7,,ds) = dr. YKymnaH u3BpILICH paj PU KOHAYHOM TMOMEParby Teia W3

tauke | y Tauky 2 je:
d 1 1
Ay, = —ymm, frr: r—; = ymm, (— — —). (2.127)

3Ha4yM paJl TPaBUTAIOHE CHJIC 3aBUCH O PaJHjaHUX pacTojama T H T, a HE 3aBUCH O]
obnmuka u BenuunHe myTta Tena. OBO je ocoOMHAa KOH3EPBATMBHHUX CHJIA IITO 3HAYM Ja je
rpaBUTAIlMOHA CUJIa KOH3EPBATHBHA.

[Ipema jegnaumnm (2.127) pax rpaButanuoHe cwie A;_, JeAHAK j€ CMamemhy

MOTEHIMjalTHe erepruje NpoOHOr Texa Mace Mpy!

11
A_p = Uy — Uy = =AU = —ymm,, (Z - E)' (2.128)
3a eneMeHtapHo nomepame je oxgaae dA = — dU. U3 jeanaumne (2.128) je pamx mpomena

MOTEHIIMjaJTHE eHepruje Teja, Na je MPaKTUYHO UPEJIEBAaHTHO y OJHOCY Ha KOjU pedepeHTHU

HUBO Uo(r) = 0 ce pauyHa. 3a pe)epeHTHI HUBO C€ MOXKE y3€TH MOBPIINHA 3eMJbe, 1A je MpH

_ 1 1) r-Rz\ _ h
U=ym,m, (E — ;) =ym,m, (v) = ymgmy —, (2.129)
I'ne je h =r — R, BucWHA Tena mMace Mp HaJg HUBOOM Mopa. Ako je h << Rz, Tanma je

R;r = RZ, u jennaunna (2.129) MOXe ce HAMCATH Y OOIHKY:
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mymy

U= y? -h = mpgh (2130)
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